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USING INTERDISCIPLINARY INTEGRATION IN TEACHING
THE SUBJECT "NUMERICAL METHODS"

Xiilasa. Molumdur ki, riyaziyyat elminin miixtslif sahslorinds elo masalalors rast golinir ki, onlar1 ana-
litik tisullarla hall etmok ¢ox ¢otin olur, hotta bazon miimkiin olmur. Bu sabobdon “©dadi iisullar” fonninin
movzulart asagidaki qruplara boliiniir: cobr vo analizin, diferensial va inteqral tonliklorin taqribi hall iisullari.
Riyazi modellosdirmonin digor elm sahalarindo (mexanika, fizika, kimya va s.) ugurla totbigi zamani yaranan
miirakkob tonliklori do bozi hallarda odadi iisullarla holl etmok lazim golir. “Odadi iisullar” fonnin tadrisi
misllimdan bu fanni digar riyazi elm sahslari vo miixtalif fonlarle alagalondirmak bacarigini tolob edir. Taq-
dim olunan magqalonin asas maqgsodi fonlorarasi inteqrasiyanin ohomiyyatini va istliin cohatlorini gdstor-
mokdir.

Acgar sozlar: fonlorarasi inteqrasiya, adadi iisullar, Lagranj tisulu, Eyler iisulu, Navye-Stoks tonliklori,
forg sabakasi.
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Pe3rome. 13BecTHO, 4TO B pa3IMYHBIX O0JIACTAX MaTEMaTHUECKON HAYKH €CTh 33]la4i, KOTOPHIC OYCHb
TPY/HO, @ WHOT/Ia ¥ HEBO3MOXKHO PEIINTh aHAIUTHYECKUMH MeTonamu. [1o 9Tol MpUYuHE TeMBI IpeaMeTa
«YuclieHHbIE METOMbI» pa3JielieHbl Ha CIIEAYIOIIUE TPYIIbBI: TPUOIIKEHHBIE METOBI alreOpbl U aHaIn3a,
MPHUOIYKEHHBIC METOBI pereHusl MU GepeHIUANBHBIX U UHTETPATbHBIX YpaBHeHUH. CII0KHBIC YPaBHEHUS,
BO3HUKAIOIIUE B pe3y/lbTaTe YCIEIIHOTO MPUMEHEHUS MAaTeMaTH4YeCKOTO0 MOJICIIMPOBAaHHUS B JAPYTHX
oOnacTax Haykd (MexaHUKe, pU3WKe, XUMUU U T.1.), B HEKOTOPBIX CIy4asX TakyKe MPHUXOIUTCS PelIaTh
yucneHHo. [IpenonaBanue npeamera «YuCICHHBIE METONBDY TPEOYEeT OT YUYHUTENs YMETh COBMEINATh 3TOT
MpeIMeT ¢ APYTUMHU OOJIACTIMH MAaTEMaTHYSCKOW HAYKM W Pa3IUYHbIMH TnpeaMmeTamu. OCHOBHas II€Ib
CTaThU - MOKA3aTh BAYXKHOCTh U MPEUMYIIECTBA MEXIUCIIMIUTMHAPHOW HHTETPAIINH.

Knwuesvie cnosa: mesxcoucyuniunaphoe uHmezpuposanue, YucieHuvle Memoovl, memoo Jlazpanoica,
Memoo Dilnepa, ypasuenus Hasve-Cmoxca, pasnocmuas cemka.

Summary. It is known that in various fields of mathematical science there are problems that are very
difficult and sometimes impossible to solve using analytical methods. For this reason, the topics of the subject
"Numerical Methods™" are divided into the following groups: approximate methods of algebra and analysis,
approximate methods for solving differential and integral equations. Complex equations arising as a result of
the successful application of mathematical modeling in other fields of science (mechanics, physics, chemistry,
etc.), in some cases also have to be solved numerically. Teaching the subject "Numerical Methods" requires the
teacher to be able to combine this subject with other areas of mathematics and various subjects. The main

purpose of the article is to show the importance and benefits of interdisciplinary integration.
Keywords: interdisciplinary integration, numerical methods, Lagrange method, Euler method, Navier-

Stokes equations, difference grid.

Giris. Hesablama  hidrodinamikasi
(Computational Fluid Dynamics, CFD) — hidro-
mexanikanin bolmalarindon biri olub, maye vo
ya qaz axinlarmin horokot masalolorinin holli
liglin ododi tsullar vo alqoritmlordon istifado
edir [1, 2, 3]. Axinin hor bir hissasi {iglin maye
va qaz selinin siirati, sixlig1 vo temperaturunun
ododi giymatinin hesablanmasi bu sinif mosalo-
lorin hallinin naticasi kimi qabul olunur.

Son zamanlar hesablama hidrodinamikasi
iisullarinin inkisafinin stabil artimi1 vo genis tot-
bigi miisahido olunur. Miiasir dévrds hidrodina-
mika texnologiyasinin noticolari istehsalat sfera-
siin bir ¢ox sahslorindo, masalon, masimagayir-
ma vo aerokosmik sonayesinds, kompiiter vo
biotibbi aparatlarin hazirlanmasinda totbiq olu-
nur. Bu faktin dogrulugunu asagidaki izahatlar
tosdiq edir:

ekompiiter hidrodinamikasinin  {isullar
istehsal olunan momulatin real protipinin hazir-
lanmasina qodor onun xassalorini modellogdirmo-
ya imkan verir, bu iso momulatin hazirlanmasina
sorf olunan gqiymaota gonast etmoyo sorait yaradir;

e kompiiter hidrodinamikasinin iisullari
daha doaqiq eksperimental naticalor almaga im-
kan yaradir, dogrudan da laboratoriya daxilindo
aparilan smaqlar zamani aparatlar maye vo ya
qaz aximlarinin paylanmasinin sonuncu formasi-
na miioyyan xatalar vers bilarlor;

ehesablama hidrodinamikasinin  asasini
toskil edon odadi tisullar daha doqiq naticalor al-
maq magsadilo daima tokmillosirlor. Bundan bas-
ga, hesablamalarin siirati artir, hesablama xatalar1
iso asagi disiir. Bu, real eksperimentlo miigayise-
do modellosmoni daha da calbedici edir.

Demoli, burada magsad bark cisim otrafinda
gaz vo ya maye axmlarimin harakatini modellos-
diran elo nazariyyonin yaradilmasidir ki, bu no-
zoriyyo istifadogilorin az giico malik olan kom-
piiterlorindo isloys bilsin vo istifadocidon hid-
romexanika sahasinds dorin biliklar tolob etmasin.

Bu mogsads ¢atmagq iigiin asagidaki moaso-
lalori hall etmak lazimdir:

e hidromexanikan1 elo soviyyads Oyron-
mok gorakdir ki, gaz vo ya maye axinlarinin ho-
rokatini modellasdiran nazariyyanin yaradilmasi
ticiin kifayat etsin;

ehesablama hidrodinamikasi
todqiq etmok;

emaye vo ya qaz axinlarinin modellagdiril-
moasinin odadi tisulunu segmok vo totbiq etmoak.

1. Masalonin qoyulusu

1.1. Maye va qaz modellori. Hidrodina-
mikada maye vo qazlarin horakatini tosvir etmok
iciin iki tisul vardir: Laqranj tisulu vo Eyler
isulu.

Lagranj tisulunda maye vo ya qazin har bir
hissaciyinin horokotino baxilir. Hor bir zaman

usullarini
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aninda maye vo ya gazin hissaciyi onun fozada-
ki1 koordinatlar1 ilo xarakterizo olunur. Belalikla,
mayenin biitiin axininin horokotini har bir hisso-
Cclyin vaziyyatinin onun baslangic vaziyyatindon
vo zamandan asililigi kimi toyin etmok olar: [4]

x=f [:1'.;.,;-, YoirZpi f}
Y =4 [_1'.;.,;-1 YoirZpi f} (1.1)

burada x,¥,zZ; — i-ci  hissociyin
oX,0Y,0Z oxlar1 izra koordinatlari,
Yos Vo Vo; — I-ci hissociyin &, eY, eZ oxlan

iizro basglangic koordinatlaridir.

Eyler tisulu iso maye axininin harokot et-
diyi fazanin 6ziina totbiq olunur. Miioyyon za-
man anida (x,V,z) koordinathl ndqtode maye
va ya qazin ¢ox kicik hacmi yerlasir, bu hocm
ani yerli siirot adlanan hor hansi V.. ... siiroting
malikdir. Ani yerli siirotlorin yigimi siirotlor
vektorunun ti¢ol¢iilii massividir, bu massiva sii-
rotlor meydani deyilir. Belsliklo, mayenin biitiin
axininin horakoti siirotlor meydaninin zamana
gora dayisilmasila tayin olunur:

{ Uppr = frgz(t))

3 Py = gx._‘.'.z(rji (12)
l Wz = oo (2,
burada .,z Viyo Wepz — Vi siirot
vektorunun uygun olaraq ¢X,oY,0Z oxlarina
paralel olan komponentlori,

Jﬂ-.;.-..g(f:': 5;.;.-_;(1“:': }‘-;,_1,-_;(1“] — siirat vektorunun
zamandan asili olan komponentloridir, yoni
funksional asililiglardir.

Baxilan halda qoyulmus maosalonin halli
ticiin daha olverisli tisul olan Eyler modeli segilir.

1.2. Navye-Stoks tanliklori. Navye-Stoks
tonliklori ilk dofo bu tonliklori 1822-ci ilds almis
Klod-Lui Navye vo 1849-cu ildo onlar1 daha da
tokmillogdirmis Ser Corc Qabriel Stoksun soro-
fino adlandirilmisdir. Bu diferensial tonliklor
maye va qazlarin horakatini tosvir edirlor [5].

Navye-Stoks tonliklorinin iki formasi daha
tez-tez istifads olunur:

1) sixilan maye {iciin horokot tonliyi:

dv , i )
p(E—MW)——?p—;t?lf—[i—gjv[?hlf)—f (1.3)
vo ona uygun kosilmazlik tonliyi:
dp .
5. TV (V) =0 (1.4)
2) sixilmayan maye ti¢iin harokat tonliyi:

p(B+vevr)= —Vp+ vV +f

\ At J ! (1'5)

vo ona uygun kosilmazlik tonliyi:

V=20, (1.6)

burada:e — sixliq, ¥ — siirat, t — zaman, i
— ozliiliik amsali, { — dinamiki ozliilikk (“ikinci
ozliiliik” do adlanir), f — cisma tosir edon digor
qiivvolor, mosalon, qravitasiya qiivvesi, V -
Hamilton operatoru — koordinatlar iizro xiisusi
toromo. Ugdlgiilii foza {iciin Hamilton operatoru
asagidaki formadadir:

R )

V™ _ iki Hamilton operatorunun skalyar
hasili iso beladir:
at a* gt

—vv={E 251

Burada tonliyin sixilmayan maye tigiin
olan formasi istifads olunacaqdir, ona gors ki,
sixilan maye halinda hesablamalarin miirokkob-
liyi ohomiyyatli doracads artir. Sixilmayan ma-
ye halinda i1sa axin harakotinin sasin siiratindon
daha da asag: siiratlorindoki real naticalorindon
az forqlonon naticolor alinir [6].

Tez-tez hesablamalarin ¢atinliyini aradan
galdirmaq magsadils {ig6l¢iilii fazada biitiin axi-
nin modellogdirilmasi avazino axinin bir kasiyi-
nin modellogdirilmasi hoyata kegirilir. Bu halda
axinin - modellosdirilmasini  ikidl¢ilii fozada
aparmagq olar. Niimuns olaraq belo modellagdir-
mo sakil 1-do gostorilmisdir [7].
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Sok. 1. Hava axininin bir kasiyinin toyyaranin
ganadi yaninda modellasdirilmasi.

Ixtiyari 6zlii miihitin xiisusiyyatlori (s1x-
lig, Ozliliik) bir 6l¢iisiiz parametr — Reynolds
adadils verilo bilor. Bu parametr dl¢iisiiz komiy-
yatdir, o, miithitin daxilinds inersiya qiivvalari-
nin 6zIi qiivvalora nisbatini xarakterizo edir [8]
va asagidaki sokilds toyin olunur:

AVopgslp
Re = ,
T

(1.9)

burada © — miihitin sixlif1, V., — Maye
Vo ya qazin harokatinin orta siiratidir, £ — miihi-
tin 6zliliiyl, D5 - kanalin hidravlik diametridir,
bu kanal {izro maye vo ya qaz horokst edir. Dia-
metr bu diisturla hesablanir:

(1.10)

burada 4 — kanalin en kosiyinin sahosidir,
F — kanalin islanmig hissasinin perimetridir.

Belalikls, sixilmayan maye vo ya qaz axi-
ninin  kosiyini modellogdiron zaman tonliklor
asagidaki formada olur:

harakat tonliyi:
fu v _ 1 8% u _’3_“] _ 8w’ _ dlur) ny
gt 8x  Re \@8x®  &@yh) 8z & 11
g dp _ 1 8y 8% Bluw) dlr°)
a E_ " Re [E.x: ay* ] 8x d f (112)

kosilmozlik tonliyi:
(1.13)

burada © — v siirst vektorunun X -kompo-
nenti, ¥ — v siirot vektorunun ¥-komponenti, f.
— f xarici giivvaler vektorunun X -komponenti,
fyr— f: xarici qiivvalar vektorunun ¥-komponenti,

Re — Reynolds odadi, 6l¢lisiiz komiyyatdir.

1.3. Diferensial tonliklorin adadi iisul-
larla halli. Navye-Stoks tonliklorinin genis tot-
biq oblastina malik olmasina baxmayaraq, indi-
ya kimi bu tonliklorin {imumi halda analitik holli
yoxdur [9]. Bundan basqa, hal-hazirda tli¢ol¢iilii
fozada bu ciir hollin varligi vo hamarlig: isbat
olunmayibdir. Kley riyaziyyat institutu bu prob-
lemi yiizilliyin asas problemlorindon biri adlan-
dirmisdir. Problem hoalo do aktualdir vo biitiin
diinya riyaziyyatgilar1 torofindon aktiv olaraq
hall olunur.

XX asrin 50-ci illorinin sonundan baslaya-
raq, kompiiter texnologiyalarin inkisafi ilo sla-
godar olaraq, adadi tisullardan istifado etmoklo
hallin aproksimasiyasinin alinmasi miimkiin
oldu. Hal-hazirda ¢oxlu adadi tisullar vardir, la-
kin onlardan yalniz ikisi kifayot qodor tez-tez
istifado olunur vo Eyler tonliklorina asason axi-
nin modellosdirilmasine imkan verirlor: sonlu
forgler tisulu vo sonlu elementlor tisulu. Asagida
hor iki tisula baxilacaq, onlarin iistiin vo catis-
mayan cohatlori gostorilocokdir.

a) Sonlu farqlor iisulu. Sonlu forglor tisu-
lunun osas ideyasi forq sobokasinin qurulmasidir.
Diizbucaqli paralelepiped kimi tosvir olunmus
foza boyiik olmayan borabor hissalora boliiniir
(diizbucagli paralelepipedlor). Sonra iso verilmis
tonlik sobokonin hor bir elementi iliglin ayrica
tonliya g¢evrilir [6]. Alinmis tonliklorin halli {iglin
sabokonin divarlarinin har birinds axinin siiratini
bilmak talob olunur. Bunun {igiin sarhad sortlori-
nin miixtalif novlari islonib hazirlanir.

Sonlu forglor {isulunun {istiin cohatlori
bunlardir: hesablamalarin paralel aparilmasi
Xassosi, sado misallar tizorinds siiratli islomo qa-
biliyyati vo tisulun reallagdirilmasi zaman1 daha
sada olmasi.

Sonlu forglor iisulunun osas ¢atigmayan
cohoti ondan ibarotdir ki, bu iisulu ixtiyari ob-
lastda totbiq etmok miimkiin deyil. Belalikla,
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hesablamalarin ¢oxlu olmasi da tsulun monfi
cohotidir (hava axininin siiratinin hesablanmasti
eksperimentin aparildig1 fozadan konardadir).

b) Sonlu elementlor iisulu. Sonlu ele-
mentlor {isulunun osas ideyasi ondan ibaratdir
ki, eksperimentin aparildig1 foza sonlu sayda alt-
oblastlara (elementlors) boliiniir. Hor bir ele-
mentdo approksimasiya funksiyast individual
olaraq segilir. Diferensial tonliyin halli element-
lorin sorhadlorinds axtarilir [6].

Sonlu elementlor tisulunun osas istiin co-
hati hesablamalarin daqiqliyini lokal doyismo-
yin miimkiin olmasidir. Fozanin yiiksok daqiqli-
yin talab olundugu oblastlarinda sonlu element-
lori az etmok olar. Belo boliinmoys aid niimuno
sokil 2-do gostorilmisdir.

FORDH K
vy
s

n«-:.‘i i
o

i
0 ST
At
T
R

Sok. 2. Eksperimentin aparildigi fozanin sonlu
elementlors boliinmasins aid niimuns.

Bu ciir yanagsma hall prosesinin vaxtina
¢oX gonast etmoyo imkan verir. Lakin eksperi-
mentin aparildig1 fozanin sonlu elementlora bo-
llinmasinin alqoritmi ¢ox miirakkabdir, bu iso
iisulun ¢atigsmayan cohotidir.

Burada Navye-Stoks tonliklarinin diskreti-
zasiya alqoritmi kimi sonlu forglor tisulu segil-
migdir [6]. Ona gora ki, bu iisul hesablamalarin
paralel aparilmasina imkan verir vo hall alqo-
ritmi daha sados realizasiya olunur.

2. Navye-Stoks tanliklorinin sonlu farq-
Iar iisulu ilo halli

Navye-Stoks tonliklorinin hollinin sonlu
forqlor {isulu ilo alinmasinin miimkiinliyiini
gostormok {iglin asagidaki eksperiment iglonib
hazirlanmisdir:

Dekart koordinat sistemindo yerloson,
a, b, ¢ toroflorino malik olan diizbucaqli parale-

lepipedin daxilini eksperimentin aparddig foza
adlandiracagiq. Forz olunur ki, orada ixtiyari for-
mali bork cisim yerlosmisdir. Diizbucaqli para-
lelepipedin biitlin iizlori koordinat oxlarina para-
leldir. Bork cisim verilmis sixliga vo Reynolds
odadine malik olan su vo ya qazsokilli miihitde
yerlasir. O, eksperimentin aparildig1 fozadan ko-
nara ¢ixmamalidir. Diizbucaqli paralelepipedin
tizlorindon birine dairovi kesiys malik olan boru
birlosdirilmisdir. Bu boru ilo ¥ — sabit siiratli
maye vo ya qaz seli horokat edir. Eksperiment t;
— eksperimentin basladig1 vaxtdan t,,... — ekspe-
rimentin bitdiyi vaxta qodor aparilir.

Ucolciilii halda eksperimentin noticolorini
almagq Tl¢iin eksperimentin aparildig1 ixtiyari za-
man aninda, hor bir ndqtosinds axinin tozyiq vo
siratlorinin paylanma soklini almaq lazimdir.
Eyni zamanda ikidlgiilii halda eksperimentin
noticalorini almaq li¢lin iso eksperimentin apa-
rildig1 fozanin ixtiyari secilmis kosiyinin har bir
noqtasindo axinin tozyiq va siiratlorinin paylan-
ma soklini almaq tolob olunur. Eksperimentin
aparildig: fozanin secilmis kosiyi eksperimentin
aparildigr ixtiyari zaman ani {i¢iin koordinat
oxlarina paralel olmalidir.

Hesablamalarin sadoliyindon 6trii ikidl¢ii-
lii hal ti¢lin algoritm qurulur.

2.1. Forq sobakasi. Tutaq ki, Ox vo Oy

koordinat oxlarina paralel olaraq yerlogmis
diizbucaqh foza verilmisdir:
0 =[0,a] x [0,b] c R, (2.1)

Bu fazada Ox oxu tizro eyni 0lgllii a0

oyugqlu vo 9¥ oxu iizro iso eyni Ol¢Ull Jinax

oyuqlu soboko quraq. Naticods hor bir oyugun
Olciisii asagidaki sokildos ifado olunur:

al b

Sx =2 §y=

: (2.2)

imax Jmax

(./) - elo oyuqdur ki, onun morkozi foza-
nin koordinati ( (i —0.5)8x, (j — 9.5)5}'} olan
noqtasindo  yerlogir.  Eksperimentin  tasvirino
osason eksperimentin aparildigi fozanin daxilinds
ixtiyari formali bark cisim yerlosir. Buradan alinir
ki, iki név oyuqglar var: maye oyugu vo maneo
oyugu. Eksperimentin baglangic sortlorini vermok-
don oOtrii oyuga 2 sira vo 2 siitun olavo edirlor.

74 Research Papers of the Institute of Education of the Republic of Azerbaijan, Volume: 88, Number: 5, 2021



“Odadi iisullar” fanninin tadrisinda fanlorarasi inteqrasiyadan istifado

JE{0.fmar 1} oldugda  (0.5) Vo
t€{0,i,... + 1} oldugda (i Q) oyuglar: da ma-
neo-oyuglaridir. Oyuglara boliinmiis belo fozanin
sonuncu formasi sakil 3-da tasvir olunmusdur.

ob?.sséw i [

| |
3 0 L i I I 2

Sok. 3. Maye oyuglari (ag), manea oyuglari
(ac1q boz) va diizbucaqli fozanin serhadindaki
oyuglar (tiind boz).

Hor bir oyuq mayenin hor hanst hacmini
xarakterizo edir vo li¢ parametrls toyin olunur: 2
— tozyiq, X - U siirat vektorunun komponenti vo
Y - ¥ siirot vektorunun komponenti ilo.

Navye-Stoks tonliklorinin diskretizasiya-
st forq sobokosindo (Staggered grid) bas verir.
Seboko forq adlanir, ona gora ki, (1) oyugunu
miloyyan edon parametrlor fozanin bir ndqtasine
baglanmayiblar. (i,/) oyugunun tezyiqi oyugun
koordinatlar1 (i —0.5)8x, (j — 0.5)8v) olan
morkozino goro toyin olunur. (%.j) oyugunun
stirat vektorunun X -komponenti (idx, (; — 0.5)5y)
koordinatlari, (%.j) oyugunun siirat vektorunun
¥-komponenti iso ((i — 0.5)dx,76v) koordinat-
lar1 ilo miioayyan olunur. Bu ciir forq sobakasinin
vizual tosviri sokil 4-do gdstorilmisdir.

cell (ij) cell (i+1,)
\ \

_i‘l'] | !
| g
\ A
- Pij | P
i J i+
Uiagd Tyt oy
-1 Vi1 Vil j-1
i-1 i i+1 i+2

Sok. 4. Forq sobokasine aid niimuna.

Kosilmozliyin - (1.13) tonliyi hor bir
(Lj)i=1, i ipmaes J= Lo Jmax  Xanasinin
morkozindo diskretlosir. Xiisusi toromolor asagi-
daki sokilds ifads olunur:

(2.3)

Digor torafdon, u iiciin olan (1.11) horakot
tonliyi oyugun saquli toraflorinin morkozindo, v
ticiin olan (1.12) horokst tonliyi iseo oyugun
ifliqi  toroflorinin  morkozindo  diskretlosir.
Tonliyin diffuziya hadlari adlanan ikinci tortib
Gy
\BxT Byt Bxt T Byt
(E,'_'J dp

a—JE—') xilisusi toromolori nisbaton sado alinir,
=

asagidaki diisturlar vasitosils toyin olunurlar:

toromalori  vo  tozyiqin

e e S X
e i S
o] e
Gl - e
5] =T 28)
2] Pt (2.9)
Tonlivin (52525 5 50 -

konveksiya hadlorinin diskret-izasiyam zamani
bazi ¢otinliklor yaranir. Masalon, '5”&; hoddinin

(i,7) oyugunun sag terofinin morkezindo diskre-
tizasiyasi tigiin (sok. 7-do gara noqto) uv hasili-
nin sok. 5-do * isarasi ilo geyd olunmus ndqto-
lordoki qiymatlori lazimdir. Verilmis qiymati al-
maq Ug¢iin baxilan realizasiyada qonsu oyuglar-
dan olan u vo V siiratlorinin orta adodi qiymaot-
lori istifads olunur.
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— G —

Vi 1"';+].L|

Oy, + ©
Y1y Ui Uit1,j
—— Yt

-1 Vel j-1

Sok.5. Konveksiya hadlorinin diskretizasiyasi.

Beloliklo, konveksiya hodlori asagidaki
diisturlarla verilir:

] - ()

8x 1;;

) ]; (2.10)

Auw) UI_ P T T L e T o R T
[ a ’ _G_[ + s +

2 2 2 ”«(2.11)

ra
a
a

) )i 21y

2.12)

2.2. Baslangic va sarhad sartlari. Ovval-
ki bolmodo toyin olunmus forq sobokosindon
istifado etmoklo Navye-Stoks tonliklorinin dis-

kretizasiyasindan otrii i £ {1,1,,,, — 1} oldug-

maox
da u — lifliqi stireti tgiin vo j € {1,1,,..} oldug-

da v — saquli siirati ii¢iin baslangic sortlorin ve-

rilmasi talob olunur. Demoli, asagidaki baslan-
gic qiymatlorin toyin olunmasi lazimdir:

]
R

(2.13)
= l;
= :|_-I

]
L

""'-'il.‘."!l.'.'.'a.'
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Maye oyugunun vo manes-oyugun sarho-
dinds sarhad sartlarinin ¢oxlu noévlari vardir,
lakin burada yalniz tig tip sarhad sortlorins baxi-
lacaqdir: sorbost siirlismo (free-slip), yapisma
(no-slip) va sarbast axin (free-flow).

1) Sorbast siiriisma

Bu hali qgazlara totbiq edok. Forz olunur
ki, gaz vo manes arasinda siirtinma yoxdur, ona
gora doa, qaz bark cismin, eksperimentin aparil-
dig1 fozanin sorhadlorinin ve axin menbayinin
¢orcivasinin yaninda sorbast horokot edir. Belo-
liklo, sarbast siiriigmoa sorti daxilinds stiratlorin
asagidaki qiymatlori alinir:

Ugg = Ugp Ugj g T U

. . I
; P R
i {fmar mazx

. (2.14)

, .
=1 . ¥ = =
Y10 Y fppe+1.g ¥ :'mﬂ._,"JJ‘ Lo, max

“0j I tmax
2) Yapisma

Bu iisul o zaman totbiq olunur ki, maye
maneays yapisir. Demali, verilmis noqtods ma-
yenin siiroti maneanin harakat siiratino barabor-
dir. Baxilan halda bork cisim, eksperimentin
aparildig: fozanin sorhadlori vo axin manbayinin
¢ar¢ivasi manea rolunu oynayirlar. Biitiin bu ci-
simlor horokotsizdirlor, onlarin siirati iso sifra
borabordir. Naticads, yapisma sorti daxilindo sii-

rotlorin asagidaki qiymatlori alinir:

u; g, = —U.;; I = Ty
i0 i1 | | Ferr bmax
o = S (2.15)
Yo, = TV Vigaetty T " Vimgesrd T L Inas
3) Sarbast axin

Bu sort eksperimentin aparildigi fozanin
sorhadinds yalniz o zaman tatbiq olunur ki, sor-
had virtual olsun vo axin serhaddon sorbast ax-
sin. Beloliklo, belo manesli sorhadde mayenin
slirati maneonin “daxilinin” harakat siiratino ba-
rabordir. Onda, yapisma sorti daxilindo siirat-lo-
rin asagidaki qiymatlori alinir:

Ug; Uy plly = U

'EE ,-:‘{?1 a1 B 1,-:‘5_- I.‘J] :l""i-}mcx
] J Imax T 1] Imax.]
Uig = U;q0U; 5 =U:;. (216)
K b blmox+1 max o —
7 = a7 91 17 L= l.l"'.l"l'l'wc"'
YLD T MR Y imay T Yidmax-s o

2.3. Zamana vd farq sobakasinin oyuq-
larmna gors diskretizasiya. Zamana goro dis-
Kretizasiya etmokdon 6trii Eyler tisulundan isti-
fado olunur. Bunun ii¢iin eksperimentin aparil-
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dig1 [0,¢,,,] zaman intervalin1 barabar interval-

lara bolak:

[n-6t (n+1)6t,n=0,.. =241

o
zaman aninda hesab olunur ki, t,
zaman intervali {igiin biitiin namolum parametrlo-
rin qiymatlori artiq molumdur. .4 zaman inter-
vali liglin naticalor asagidaki sokildo hesablanir:

r.'!—1

r.'!—1
[51:,]':”_1:' PLL S A C )
gr (nsl) '“—i?r_ . (n (2.17)
W

Forq sobokoasinin oyuqlaria gora diskreti-
zasiya etmokdon otrii forz olunur ki, eksperi-
mentin avvalinds forq sobokasinin biitiin oyuq-
lar1 liclin baslangic siirat vo tozyiq verilmisdir.
Hor bir iterasiyada zaman 6t qodar artir, bu ar-
tim eksperimentin (t.nz) — bitmo zamanina ca-
tana kimi davam edir.

Gtnin qiymati eksperimentator torofindon
verilo bilor, lakin 6l¢molorin xotasini azaltmaq
ficlin dt-nin qiymotini bu diisturla hesablamagq
lazimdir:

burada it,,.. — mihitin horokotinin X
oxu Uzro maksimal strati, V., — mihitin
harokatinin ¥ oxu tizro maksimal suiratidir.

Horokot  tonliyinin ~ zamana  goro
diskretizasiyasini aparaq:
) i e f 1 (8 By A alw EE
W=yt it~ St - ——1f, -
l : (Rs (\B.‘«" 6_‘."] dx E_‘.' f‘ EAJ
0 2yl g gy (L (Fr B0 ) W) ) (219)
’ ‘ VEAVE o B M. S .
Burada vo bundan sonra yuxarida

motarizo igarisinde yazilmis indeks elo zaman
intervalimi  gdstorir ki, homin interval {igiin
verilmis doyison dogrudur, masolen, u™ — t,
zaman intervalinda miihitin 60X oxu tizra harokat
stirotini bildirir.

Asagidaki isarslomolori daxil edok:
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F=u L5t i @_E)_M_M_ )
\Re\dx? 9y ox yoo 2.20)
ool (T2, ) 201 ) “
\Re\dx* 9y dy F

Onda (2.19) tonliyini bu sokildo yazmaq

olar:
u™t =F — 51‘?
e - (2.21)
) G ge22.
2y
Horokot tonliklorinin  diskretizasiyasini

basa c¢atdirmaq tgiin (2.22) tonliklorinin sag
toroflori do zamana goro diskretlosdirilmoalidir.
Tanliklorin son formast asagida verilmisdir:

e - dpln+il
y ) =l _ g p.f!
.
5D (2.22)
) = gln) _ 5p P
¢ dv
Kosilmozlik  tonliyinde  f,:1  zaman

intervalin1 yerino yazdiqdan sonra £,y zaman
intervali liglin Puasson tonliyi alinir:

e:;’.?"-.+"_.' E:.‘J.E-'-:.I _ 1_ EF?"' N EG?".'
ax® | ayr 5:[ ax | ay ] (2.23)
Tamamilo  diskretlosdirilmis  tonliklori

almagdan otrii (2.23), (2.24) tonliklorini forq
sobokosinin elementlori lizro diskretlogdirmok

lazzimdir.  Bunun dgin  (2.4) - (2.12)
dusturlarindan istifada olunur:
(m+1) (m)  dr Iv-—1. I~~—1
u,. T =F0 ——ln —
L [ La) Bx (p Io Jl (2.24)
L =1, s bge T :LJ-jI - lJ "'J-}mc.x ;
(n+1) n) &t (n+1) (n+1)
vy o =6 T [7‘5';'.;—1 — P }
’ (2.25)
L= L. ‘I'Imc.xij =1 "'J-}Imcx -1 ;
Burada
:
il
ﬂWWHHll)F-ﬂ )
2
L= l.l J'\-m,_—;_,L .l - .l .l_jl1'v|c_,\. , 6
)
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[l e

44
d T 2.07)

=1, -1,

"'-'-}.‘."!E.l'

(2.23) Puasson tonliyi diskretlogdirilmis
formada asagidaki soklo diisir:

: ) (2.28)

"'-'-}.‘."!E.:l.' .

Puasson butin

tonliyinin
diizgiin halli tigiin asagidaki sorhad qiymatlorini
bilmak tolob olunur:

oyuqlarda

TG'I:-._,-'J Toim:x_'_,_ it .11 = lJ J.}Imc.x ’
Pio TG:'-_." ax J‘I'I =1.. ‘I'Imc.r )
FF T 1 . (2.29)
g :ﬁ,._m;_,_,__;-i-J1 oo,
G':'-.-” l!:;:'ri".::;w__;'J'}I =1L ""-}Imc_x
Onlar bu sokilds verilir:
TOC-.J-' = 701.;'1 ?Ofmg_._._'_,__:- = TO:'W_M J = l, "'le_nc.r 1
Pio S PivPije. = Pt = Lo bge
F':'u = Wy llT:'n"_::;+'__;' = u:ma:;_:'Jj =1 "'ijc.r1 (2:30)
G:'.l:- = Vi l5:‘.;':1,,_::;_'_,_ = g.-'.maﬁ’ I=1, . lax
(2.29) Puasson tonliyi yuxarida

hesablanmis (2.31) sorhad qiymotlorina uygun
olaraq modifikasiya olunmalidir. Bundan sonra
tonlik bu sokilds yazilir:

(2.31)
burada
I L L
: 1,i=1 0,i=1i,,.
0j=1 v  (LJi<j,
g = { j. _—r £ = { jl B j.-- @
1,ji=1 0,] = Jomax
78

(2.32) diisturu i,z tonlikdon vo Jiax
mochuldan ibarat olan sistemdir, bu sistemin
matrisi Py 1= Lo, J= 1.
Qauss tisulu xotti tonliklor sisteminin hoallina
totbiq olunan iisullardan biridir, lakin bu tisul
nadir hallarda hesablama hidrodinamikasinin
mosalalorinin  hollindo istifado olunur. Hal-
hazirda odadi tisullarda tez-tez iterasiya tisullar
totbiq edilir. Xiisusi halda, bu boélmods tors
relaksasiya tisulundan istifads olunur.

Tutaq ki, 7 sayda xatti tonliklordon ibarat
olan sistem verilmisdir:

- "-}IZ‘."!II.?I.' .

R
Ax = b; (2.32)
burada
Gyq Gqg A1n 1
[ B - oy Xq
A=| 7 LT o x=1 0,
':-[.v!‘l t'[_,,,: ﬂ“:"‘ :".“.
24
1
b=|"
b

A matrisi D — bas diaqonala, U vo L -
yuxar1 va asag1 licbucaq matrislors boliing bilor:

A=D+L+U: (2.33)
burada
a,y, 0 0
p=[? = o Y|
0 0 o Gy,
0 0 0
L= 0 O
'ﬂ."!‘l 'ﬂ."!" e 0
Q -i'I.l: ' a‘.l."
0 ] 0

Belolikla, xatti tonliklor sistemini asagida-
ki1 sokilds yazmaq olar:

(D +wl)x =wb— (wU+ (w—1)D)x (2.34)

burada « € [0,2] — relaksasiya amilidir,
sabitdir, onu 4 matrisinin oamsallarindan asili
olaraqg secirlor. Hesablama hidrodinamikasi
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mosalolori liglin « = 1,7 giymoatindon istifado
etmok mogsadouygundur.

Tors relaksasiya tisulunun osas mogzi on-
dan ibaratdir ki, hall iterasiya vasitasils axtarilir.
Birinci iterasiya ti¢iin * vektorunun giymatlori-
nin baslangic qiymatlori gotiiriiliir. Puasson ton-
liyinin hallinin axtarilmasi masalasine totbiq
olunan tozyiqlarin qiymati har bir oyuqda doniz
soviyyasindoki atmosfer tozyiqino barabor gobul
oluna bilor (121325 Pa). Hor bir sonraki itera-
Siya l¢lin tozyiqin qiymoti asagidaki diisturla
hesablanir:

ir+l —
|'5' El - ':"-")p (B W P ) X
'. ERLNETLY|
eEplt aelVpitrr N espitre 23
K( i+z -1y EiFiges __—T';"S'-] (2.35)
Gxl & i
E=L wilmaed = Lo Jimax;

burada rhs;; — (L.j) oyugu iigiin (2.32)
Puasson tonliyinin sag torofidir.

Hor bir iterasiya zamani hesablamalarin
uygunsuzlugu (nevyazka, residual) bu diistur
vasitosilo hesablanir:

pit = 1 I(T

fmaxfmax W *

I

II-;i

(2.36)

burada 7

" asagidaki diisturla ifado olunur:

(2.37)

i __Thshlw

Iterasiya prosesinin dayanmasindan 6trii
iki sort vardir:

1. iterasiyalarin maksimal sayinin
artirllmast: it = it ..

2. hesablamalarin uygunsuzlugunun veril-
mis €P5 doqiqlik tortibina ¢atmasi:

it < eps,

Natico

Bir niimuno iizorindo aparilmis aragdir-
malar noticosindo fonlorarasi inteqrasiyanin asa-
gi1daki tistiin cohatlorini gostormak olar:

1) goyulmus masalo hagqinda molumatlar
elo soviyyado verilmolidir ki, problemin noze-
riyyasinin yaradilmasina kifayat etsin;

2) tadqiq olunan problemin riyazi modeli
qurulur vo bu problemin hallins hansi adadi iisu-
lun totbiqi miioyyanlosdirilir;

3) dors prosesindo tolobo “Odadi tisullar”
fonni ilo digor fonlorin birbasa alagosinin sahidi
olur vo onda baxilan mosalonin halli haqqinda
bilik vo bacariqlar formalasir.

Problemin aktualligi. Fonloraras: inteqrasiya
tadris prosesina ¢oxdan totbiq olunmasina baxmaya-
raq, hala do aktualdir. EIm vo texnologiyanin siiratlo
inkisafi bir ¢ox elm saholarinin inteqrasiyasini daha
da genislondirmisdir. Ona goro do miiasir toloba va
magistrlor golocokdo foaliyyoat gostoracoklori elm
saholarini se¢dikdos fonlorarasi slagodon yararlanma-
&1 bacarmalidirlar.

Problemin elmi yeniliyi. “Odadi tisullar” fon-
ni ali moktoblordo asasen son kurslarda todris olu-
nur. Talobalor avvalki kurslarda baza fonlsrindo 6y-
rondiklori biliklori “Odadi tisullar” fanninin mévzu-
larma uygunlagdirmali vo baxilan masalonin adadi
naticalorini almalidirlar. Togdim olunan magalonin
elmi yeniliyi ondan ibaratdir ki, burada ilk dofs “He-
sablama hidrodinamikas1” elmi ilo “Odadi tisullar”
fonninin inteqrasiyast oyani olaraq niimayis olun-
mus, hor iki elm sahosino aid olan iisul vo diisturla-
rin bir-biri ilo bagliligi gostorilmisdir.

Problemin praktiki shomiyyati. Fonlorarasi
inteqrasiyanin elm vo todrisds istifado olunmasi ham
gonc alimlarda, hom do magistr vo talabalords yeni
diinyagoriisii formalagdirir. Bels ki, onlar tokco mas-
gul olduglar1 va dyrandiklari elm sahaloari il kifayat-
lonmamali, homginin bu saha ila slagasi olan diger
elm sahalori ilo do tanig olmali vo miioyyon moaluma-
ta malik olmalidirlar.
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