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USING SPHERICAL TRIGONOMETRY AS A TOOL IN SOLVING TRIANGLES

Xiilasa. Mogalads orta timumtohsil moktoblarinin riyaziyyat toliminds asas mévzulardan biri olan tig-
bucaqlar mévzusundan bohs edilir. Ugbucaqlarin sferik triqgonometriyadan istifade edorok halli yollar1 slagali
sokildo Gyranilmosi niimunalor asasinda gostarilir. Qeyd etmok lazimdir ki, “Hoandass” mazmun Xattindo tig-
bucaglar movzusuna aid masalalarin hallinds sferik triqgonometriyanin vo ya molum teoremlorin tatbigi yolla-
rindan istifads edarok dyranilmasi bir daha tokrar manimsanilir.

Mogals elementar riyaziyyat vo riyaziyyatin todrisi metodikasindan miihazirs deyan vo seminar mos-
gololori aparan ali maktab miiallimlari, orta moktob miisllimlari, habels tadqiqatcilar iigiin faydali olacaqdir.

Acgar sozlar: Sfera, trigonometriyva, bucaq, iichucaq, daira, qovs, ¢opbucagqli, teorem, isbat, saha,
anlayug, tarif.

AHHoTanusA. B craTthe paccMaTpUBaeTCsl TEMa TPEYTOJIBHUKOB, KOTOPAs SBJISIETCS OJHON M3 OCHOB-
HBIX TEM B MaTEMaTUYeCKOM 00pa30BaHUM Cpe/Hel Kokl Ha OCHOBE MPUMEPOB MOKA3aHO COOTBETCTBYIO-
1iee HCCICIOBAHNE PEIICHHH TPEYroJbHUKOB C TMOMOIIBI0 cdepuueckoid Tpuronomerpun. Crenyer
OTMETHTH, YTO 10 HaIpaBjieHuio «I'eOMeTpHs» BHOBh OCBAWBAETCS U3ydeHHE C(HEPUUECKOM TPUTOHOMETPHH
WJIA TIPUMEHEHHE U3BECTHBIX TEOPEM IMPU PEIICHUH 3a7[a4, CBA3aHHBIX C TEMON TPEYTrOJLHHUKOB.

Crartbs OyJeT mMoJie3HA MPENOJaBaTeNIIM BY30B, YUHTENSM CPEIHEH KON, & TaKkKe HayYHBIM
pabOTHUKAM, YHTAIONIMM JICKIMM M BEOYINIMM CEMHHAPHI [0 JJIEMEHTApHONH MaTeMaTHKE M METOIUKE
MIPEIoIaBaHKsl MAaTEMATHKH.

Knrwouesvle crosa: cghepa, mpuconomempus, y2ol, mpeyeoivbHuK, Kpye, 0yed, OUd2OHAb, meopemd,
0oKazamenbcmeo, nAoWaAdb, NOHAMuUeE, OnpedeieHue
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Ucbucaglarin hallinda sferik trigonometriyadan istifada vasita kimi

Abstract. The article deals with the topic of triangles, which is one of the main topics in mathematics
education of secondary schools. A related study of the solutions of triangles using spherical trigonometry is
shown on the basis of examples. It should be noted that in the "Geometry" content line, the study of spherical
trigonometry or the application of well-known theorems is mastered again and again in solving problems
related to the topic of triangles.

The article will be useful for high school teachers, secondary school teachers, as well as researchers
who give lectures and conduct seminars on elementary mathematics and mathematics teaching methodology.

Keywords: Sphere, trigonometry, angle, triangle, circle, sphere, arc, diagonal, theorem, proof, area,
concept, definition.

Sfera tizorinds triqgonometriya vo ya sferik triqgonometriya bildiyimiz miistovi iizarinds olan
trigonometriyadan onunla farglonir ki, burada sfera tizorinds gotiiriilmiis va toroflori kiironin boyiik
daira kasiklarinin qovslari olan lighucaqlarin-sferik tigbucaqlarin hallindon danigilir.

Sferik trigonometriyan astronomiya, geodeziya va topog-
rafiya elmlorinds istifado edilir.

R radiuslu kiirs iizarinds bir istigamotdo olmayan A, B va
C noqtalorini gotiiriib, bu ndqtalarin har ciitiindon bdyiik daira
kegirak. Bu li¢ bdylik daironin kosismasindan kiiranin tizorinds /-
miioyyan bir ABC sferik tigcbucagi alinir. Alinan bu tigbucaga |’
eyni zamanda markazi tiglizlii bucagin topasinds olan kiirs sathi |
ilo tgiizlii bucagin tzlorinin kosismasindon alinan {igbucaq
kimi do baxmaq olar (sokil 1).

Sferik tigbucaqda har bir torof digor iki torafin comindan
Kicika+b >c,a+c>b,c+ b > a voa horbir torof digor iki
torafin forgindon boyiikdir: b >a—-c,a > b —c,c > a —b. L

Sferik tigbucagin toroflori qévs oldugundan daracalarlo 61- Sokil 1
ciiliir vo bu toroflorin comi 360°-don kicikdir: a + b + ¢ < 360°

a, b, ¢ eyni zamanda sferik tigbucagi omola gatiran tiglizlii bucagin miistavi bucaqlaridir.

Istonilon sferik {igbucaqda daxili bucaqglarin comi 540°-don kicik vo 180°-don boyiikdiir:
180° < A+ B + C < 540°

Miistovi tizarindoki tigbucaglarin bo-
raborliyinin ii¢ olamati sferik iticbucaqlar
ticlin dogrudur.

Bundan bagqa uygun bucaqlar1 bora-
bar vo bir kiirs tizorinds olan sferik ti¢hu-
caglar borabardir.

Stferik trigonometriyanin asas diistur-
lar1. Sferik triqgonometriyanin asas diisturlari
sferik ticbucagin ii¢ vo ya dérd malum ele-
mentina gors qalan dordiincii va besinci ele- Sokil 2
menti tapmaga imkan veran riyazi ifadslor-
dir. ABC sferik licbucagini gotiirok.

A,B va C noqtalorini O markazi ilo
birlosdirok (sokil 2).

A noqtasindan sferik ticbucagin AB vo AC taroflorine toxunan kegirok. A bucagmin qiymati
bu toxunanlar arasindaki bucagin qiymotidir. isbatin aydmlig iigiin b vo ¢ bucaglarmin birini 90°-
don ki¢ik hesab edok. Belo oldugda A ndéqtssine toxunan diiz xotlor OC vo OB radiuslarinin
uzantisint M va N noqtalorinds kasacakdir. Planimetriyadan bildiyimiz kimi AMN {igbucagindan:

MN? = AN? + AM? — 2AN - AM - cosA (1)

OMN tigbucagindan isa:

MN? = OM? + ON? — 20M - ON - cosa (2)
oldugunu yaza bilarik. (1) va (2) barabarliklarindan:
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AN? + AM? — 2AN - AM - cosA = OM? + ON? — 20M - ON - cosa, Vo buradan da 20M -
ON - cosa = OM? + ON? — AN? — AM? + 2AN - AM - cosA almir. OMA {icbucagindan 0A? =
OM? — AM?, ONA iigbucadindan iso 0A? = ON? — AN? olur. Axirinci iki barabarliyi nazers alsag,

20M - ON - cosa = 20A% + 2AN - AM - cosA olur. Hor iKi torofi 20M - ON -5 bélsak cosa = %-
o4 + AV AN, cosA almir. Sokildon aydindir ki, o4 _ cosb,% = cosc,ﬂ = sinc,ﬂ = sinb.
ON ' ON oM oM ON ON oM
Bu giymatlori sonuncu barabarlikds yerins yazsaq:
cosa = cosb - cosc + sinb - sinc - cosA (3)

alariq.

Indi forz edok ki, b vo ¢ bucaglarmin hor biri
90°-don boyiikdiir. Sferik iigcbucagin b va ¢ torofle-
rini bir-biri ils kasincoya qoadar uzadaq (sokil 3).

Bu toraflor kiirs izarinds A; noqtoasinds birlo-
sacakdir.

Ucgbucagi toroflori bdyiik dairenin govslori
oldugu tigiin £A; = cosA olacaqdir. Alinmis ikinci
BCA, sferik iicbucaginda (180° —b) < 90°,
(180° — ¢) < 90° olacaqdir. BCA; sferik iicbucag
ticlin (3) diisturunu yazagq:

cosa = cos(180° — b) - cos(180° — ¢) + sin(180° — b) - sin(180° — ¢) - cosA;

Burada cos(180° — b) = cosb vo ya sin(180° — b) = sinb triqonometrik gevirmolordon is-
tifado edarak yenoa do (3) diisturunu aliriq. (3) diisturunu b va ¢ toraflori tiglin do uygun olaraq yaza
bilorik:

cosb = cosc * cosa + sinc - sina - cosB (4)
cosc = cosb - cosa + sinb - sina - cosC (5)

Sferik tligbucagin bir torofinin kosinusu qalan iki torofin kosinuslari hasili ilo bu toraflorin
sinuslarinin homin taraflor arasindaki bucagin kosinusu hasilinin comina barabaordir.

(3), (4) vo (5) diisturlan sferik {igbucaq li¢iin kosinuslar diisturu adlanirlar. Bu diisturlardan
istifado edorak sferik tigbucaq tigiin sinuslar diisturunu ¢ixaraq. (3) vo (4) diisturlarindan, cosa —
cosb - cosc = sinb - sinc * cosA; cosb — cosc - cosa = sinc - sina - cosB yaza bilorik. Bu iki
borabarliyin hor iki torofinin kvadratlarint gotiirak:

cos?a + cos®b - cos?c — 2cosa - cosb - cosc = sin®b - sin®c - cos?A;

cos?b + cos?a - cos?c — 2cosc - cosb - cosa = sina - sin*c - cos*B

Bunlari toraf-torafa ¢ixsaq:

cos?a — cos?b + cos?b - cos?c — cos?c - cos?a = sin?b - sin®c - cos?A — sin®c - sin’a -
cos?B vaya

cos?a- (1 — cos?c) — cos?b - (1 — cos?c) = sin?c - (sin®b - cos?A — sin’a - cos?B)
yaxud

cos?a - sin®c — cos?b * sinc = sin®c - (sin®b - cos?*A — sin*a - cos?A) alarag. Hor iki
torofi  sin?c-yo ixtisar etsok, cos?a — cos?b = sin®b - cos?A — sina - cos?B alarig. Bu
barabarlikda kosinuslarin hamisini sinuslarla avaz edak;

(1 = sin?a) — (1 — sin®b) = sin?b - (1 — sin?A) — sin*a- (1 — sin®B) vo ya —sin’a +
sin?b = sin?b — sin®b - sin®b - sin®*A — sin’a + sina - sin?B ixtisardan sonra iso sin?b
sina  sin?4A sinA  sinB
sin’b _ sin’B d sina _ sinb alariq.

Gétiirditylimiiz {icbucaqgda toraflorin uzunlugunu 90°-don kigik farz etdiyimizdon kosrin gaba-

ginda, kvadrat kok aldigdan sonra bir isars yazmadiq.

Yuxaridaki qayda ilo == = <2 harabarliyini do ala bilorik. Belalikla,

(6)

sin?A = sin?a - sin’?B vo ya

sinA sinB sinC

sina sinb  sinc
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sinuslar diisturunu aliriq.
Sferik iicbucaqda, miistovi lizorinds olan iicbucaqdan forgli olarag, molum daxili bucaqlarin
vasitasilo hor hansi torafin uzunlugunu tapmaq miimkiindir.
(5) diisturundan cosc-nin giymatini (3) va (4) diisturlarinda yerins yazaq:
cosa = cosb(cosa - cosb + sina - sinb - cosC) + sinb - sinc - cosA (7)
cosb = cosa(cosa - cosb + sina - sinb - cosC) + sina - sinb - cosB (8)
(7) diisturundan
cosa = cosa - cos’b + cosb - sina - sinb - cosC + sinb - sinc - cosA,
cosa - (1 — cos?b) = (cosb - sina - cosC + sinc - cosA) - sinb,
cosa - sin’bh = (cosb - sina * cosC + sinc - cosA) - sinb
Vo ya
cosa - sinb = cosb - sina - cosC + sinc - cosA (9)
Eyni gayda ils (8) boarabarliyindon:
cosb - sina = cosa * sinb * cosC + sinc - cosB (10)
aliriq.

Sinuslar diisturundan
sina _ sinb __ sinc

— = —— ="—— =1, sina = m - sind, sinb = m - sinB, sinc = m - sinC
SinA sinB sinC
yaza bilarik. (9) va (10) ifadslorinds sinuslar1 avoz edib, m-o ixtisar etsok:
cosa - sinB = cosb - sinA - cosC + sinC - cosA (11)
cosb - sinA = cosa * sinB - cosC + sinC * cosB (12)
alarq.
(12)-dan cosb - sinA-nin (11)-ds yazaq:
cosa - sinB = cosa - sinB - cos?*C + sinC - cosB - cosC + sinC - cosA,
cosa - sinB - (1 — cos?C) = sinC - cosB - cosC + sinC - cosA,
cosa - sinB - sin?C = sinC - cosB - cosC + sinC - cosA
Hor torofi sinC-ys ixtisar etsok cosa - sinB * sinC = cosB - cosC + cosA

buradan da
_ cosB - cosC + cosA 13
cosa= sinB - sinC (13)
alariq. Analoji olaraq:
b= cosA - cosC + cosB 13/
cosb = sinA - sinC (13)
_ cosA - cosB + cosC 13"
cose = sinA - sinB ( )

yazmag olar.

Diizbucaqli sferik ticbucagin halline aid diisturlar. Sferik ticbucagda bucaqglardan biri, maso-
lon, A =90° olsun. Bu zaman cosA = 0 olmagla (3) diisturundan cosa = cosb - cosc (14) bora-
borliyini aliriq. Bu barabarlik sferik diizbucaq iigiin Pifaqor teoremidir. Yoni diizbucaqli sferik
ticbucaqda hipetonuzun kosinusu katetlorin kosinuslari hasilina baraboardir.

. . . i 1
A = 90° oldugda sinA = 1 olur. Bu zaman sinuslar diisturundan: ZZZ =— olur. Buradan,

sinb = sina - sinB (15)
Vo eyni gayda ilo
sinc = sina - sinC (16)
yaziriq.
Hor hansi katetin sinusu hipetonuzun sinusu ilo bu katet qarsisindaki bucagin sinusu hasilina
borabardir.
Bundan basqa diizbucaqli sferik tigbucagin halli {igiin asagidak: diisturlardan da istifado edilir.
Biz bu diisturlar1 hazir veririk.
tgc = tga - cosB (17)
tgb = tga - cosC (18)
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Diizbucaqli sferik iigbucaqda har katetin tangensi hipotenuzun tangensi ilo yanasi bucagin
kosinusu hasilina barabardir.

tgc = sinb - tgB (19)
tgc = sinb - tgC (20)
Katetlordon birinin tangensini o biri katetin sinusu ilo bu katetin garsisindaki bucagin tangensi
hasilino borabordir.

cosa = ctgB - ctgC (21)

Hipetonuz tizarindoki bucaglarin kotengenslori hasili hipetonuzun kosinusuna barabardir.
cosB = sinC - cosb (22)
cosC = sinB - cosc (23)

Bucaglardan birinin kosinusu digarinin sinusu ilo bu

bucaq garsisindaki torafin kosinusu hasilina barabardir.
Sferik iicbucagin topasindon kegon vo garsidaki to-
rofina perpendikulyar olan bdyiik dairanin qdvsiine sferik a
ticbucagin hiindiirliiyii deyilir. hy
ABD voa BCD diizbucaqli sferik {tigbucaglardan
(sokil 4). A c
sinh, = sinc - sinA = sina - sinC (24) \\/
sinhy, = sinb - sinC = sinc - sinB (25) D b
(24) disturunu sinb-ys (25) diisturunu sina-ya Sokil 4
vurag:
sinb - sinhy, = sinb - sinc - sinA
sina - sinh, = sina - sinb - sinC
Alariq. Sinuslar diisturundan % = ;l;lz sinc - sinA = sina - sinC nozoro alsaq

sinb - sinh;, = sinb - sina - sinC
sina - sinh, = sinb - sina - sinC
voya
sinb - sinh, = sina - sinh,
boraborliyini alariq.
Demoli, har hansi sferik ligbucaqda bir torafin sinusu ilo bu torofs endirilmis hiindiirliiyiin
sinusu hasili sabitdir.
Capbucaqh sferik ii¢hucagin halli iigiin bazi diisturlar. Yuxaridan molum olan (3) nomrali
diistru gotiirak:
cosa = cosb + cosc + sinb - sinc - cosA (3)
Buradan,

cosa — cosb - cosc
COosA = - - (27)
sinb - sinc

eyni gayda ilo do
cosb — cosa ' cosc

B = 28
cos sinb * sina (28)
cosc — cosa - cosb
cosC = - - (29)
sinb * sina
. A 1—cosA .
alariq. Moalum, sin- = . disturunu vo a+b+c=2p, a+b—c=2(p—rc),

a—b+c=2(p—D>b),b+c—a=2(p— a) barabarliklorini nazars alsaq asanliqla
A \/sin(p —b) - sin(p — ¢)

Sin— = p ;
sinb - sinc

7= (30)
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2 sina - sinc
C

Ssin— =
2

sin(p — a) - sin(p — b)
sinb - sina

sinE _ \/sin(p —c¢)-sin(p —a) 31)
j (32)

A ,— A . oy
tapiriq. ©gor cos— = ! CZOS diisturundan istifads etsok:

A sinp - sin(p — a)
-= 33
€057 \/ sinb - sinc (33)

B \/sinp -sin(p — a)

(34)

coS— = - -
2 sinc - sina

(35)

coS— = - -
2 sinb -+ sina

C \/sinp sin(p — ¢)

alariq.
(30), (31) va (32) diisturlarint uygun olaraq (33), (34) vo (35) diisturlarina toraf-torafs bolsok:

A |sin(p —a)-sin(p —c)

tg 2 \/ sinp - sin(p — a) (36)
B |sin(p —c)-sin(p —a)

‘g 2 j sinp - sin(p — b) 37)
C  [sin(p —a)sin(p — D)

977 \/ sinp - sin(p — ¢) (38)

alinir.

Toyin edilocok bucaqlarin hor biri 180°-don kicik oldugundan yarim bucaglar da 90°-don
kicik olacaqdir. Buna goro do koklorin isaralori homiso miisbot gotiiriiliir. Bundan bagqa koklorin
altindak1 vuruqlar da homiso miisbotdir:

a+b+c<360%p<180°%a+hb>ca+b+c>2c2p>2cp>c,
p—c>0

Bu gayda ilo p —a > 0,p — b > 0 oldugundan bu bucaqlarin sinuslari da homiso miisbat
olacaqdir.

(36) va (37) diisturlarimi toraf-torafs vursaqg:

A B sin(p —c¢)
tg 2 tg 2 sinp (39
Vo bu gayda ilo do
B C sin(p —a)

tg="tg—=—— (40
‘92 ‘92 sinp (40)
C A sin(p — b)
tg—-tg—=——""" (41
gZ gZ sinp (41)

alarig. (39), (40) vo (41) diisturlar sferik iigbucaglarin hallinds kontrol diisturlaridir.
Burada aldigimiz diisturlar sferik ticbucagin daxili bucaginin toraflori vasitasi ilo ifadslordir.
Indi, oksina, sferik iicbucagin toroflorinin bu {icbucagin bucaqlar1 vasitosi ilo ifadoesini

nozordan kegirak. (13) diisturundaki cosa-nin qiymatini sin% = ’1_620” diisturunda yerins yazaq:

Azarbaycan Respublikasimin Tohsil institutunun Elmi asarlari, Cild 91, Ne6, 2024 179



Musa Tapdiq oglu Rzayev, Aysel Akif quzi Mayilova

sin— =

a \/sinB +SinC — cosB * cosC — cosA _

\/—Icos(B + C) + cosA|

2 2sinB - sinC 2sinB - sinC
j B+C+A B+C-A
—2cos > — coS )
B 2sinB - sinC
alariq vo B4 _Ppilo isaro etsok B+§_A =P -4, C+2_B =PpP- B,AH;_C =P-C
naticads isa
_a _ |—cosP-cos(P—A) 42
Sto = sinB - sinC (42)
b |—cosP-cos(P —B) 43
Sta = sind - sinC (43)
_ € |=cosP - cos(P—C) 14
st 2 sinB - sinA (44)
alariq. cos% = ’chosa diisturundan istifads etdikds isa
a cos(P — B) - cos(P — C)
- = 45
cos 2 \/ sinB - sinC (45)
b cos(P —C) - cos(p—A)
—= 46
cos 2 \/ sinA - sinC (46)
c cos(P —A) - cos(P — B)
- = 47
cos 2 sinB - sinA (47)

alariq. (42), (43) vo (44) diisturlarint uygun olaraq (45), (46) vo (47) diisturlarini torof-torofo
bolsok

a —cosP- cos(P — A) 48
t95 = cos(P — B) - cos(P — () (48)

b —cosP- cos(P — B) 49
th ~ |cos(P —C) - cos(P — A) (49)

c —cos P - cos(P — () 50
tg 2 cos(P — A) - cos(P — B) G0

alariq. Barabarliklarin sol taroflori hamiso miisbotdir, ¢iinki sferik {igbucagin bir torafi homiso
180°-don kigik, yaris1 iso 90°-don kigik olmalidir.

P homiso 90°-don boyiikdiir, demali, cos P homiso monfidir. Qalan bucaglar da 90°-don
kigikdir. Dogrudan da, B+C—A<180°% B+C+A<180°+24, Z—2<90°+ AP <
90° + A,P — A <90° voss.

Odur ki, bu disturlar da yuxaridaki diisturlar kimi {icbucagin elementlorinin biitiin
qiymatlorinds dogrudur. Gordiylimiiz kimi disturlarin ¢ixarilisinda har dofs ikinci ve igiincii
diisturlarin yazilis1 ii¢ komiyyat arasinda (istar A, B, C va istarss a, b, ¢ kamiyyatlori arasinda) daira
ganununun tatbigi ilo basa ¢atdirilirdi. a-n1 b ilo, b-ni ¢ ilo, c-ni a ilo va s. avaz etmoklo, ikinci
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diisturu birincidon yens bu qaydada avaz etmakls tigiincii diisturu ikincidon aliriq. Bu gayda ils bir
ifadodon ikinci ifadays kegmays, dairs ganunu ilo kegma deyilir.

Sferik {icbucagm daxili bucaglarm comi 180°-don artiq olur. A+ B + C — 180° = E, yoni
iichucaqda bucagm 180°-don artiq olan qaliq qiymatino iicbucagin ekssesi deyilir. (Eksses-latin
sOzii olmagla artigliq vo ya qaliq demokdir).

Sferik iicbucagin elementlori onun galan elementlori do ekssesindon asili olaraq da tayin

edili. Bu zaman P=A+B+C=90°+5;P—A=900—(A—5), P—B=90°—(B—5),
2 2 2

P—C=90"~(C—%)olur.

Bu qgiymatlori yuxaridaki diisturlarda yerino yazmagqla sferik tigbucaq ti¢lin ikinci bir qrup
diisturlar almaq miimkiindiir.

Problemin aktualhigr: Orta imumtohsil moktablorinin riyaziyyat toliminds tatbiq edilon fonn kuriku-
lumunu nazars alaraq tigbucaglarin hollinds sferik trigonometriyadan istifads edilmosi todris materialinin sa-
girdlor tarafindon darindan doark edilmasine miisbot tosir gostarir.

Problemin elmi yeniliyi: Riyaziyyat tolimindo miiasir talim metodlardan istifade edarok handoso ele-
mentlorinin dyradilmasi sagirdlorin elmi-praktik vardislorinin yiiksoaldilmosine, onlarin galacak tohsillorini
ugurla hayata kegirmasina vo yaxud manimsamanin optimalligini tomin etmays miisbat tosir edir.

Problemin praktik ahamiyyati: Moagalo elementar riyaziyyat vo riyaziyyatin tadrisi metodikasindan
miihaziro deyan vo seminar masgalalori aparan ali maktab vo orta iimumtsahsil moktoblorinds ¢alisan miial-
limlar, o cimlodon tadgiqatgilar tigiin faydahdir.
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