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Faxraddin Feyzullah oglu Bliyev, Ulkar Rafiq qizi Babayeva, Riya Fikrat qizi Hatamova

Xiilasa. Mogalodo Respublika vo Diinya Olimpiadalarimin hazirliq programlarina uygun olaraq,
coxhadli funksiyalar, onlarin miiayyan giymotlorinin hesablanmasi, miirokkob —transendent omsalli ododlarin
, miitloq giymotli funksiyalarin vo orta moktobds dorindon aragdirilmayan dovri-periodik funksiyalara aid

miixtalif moasoalolor hall edilmisdir.

Acar sozlar: dovri funksiya, ¢oxhadli, mantiq, masala, natural adadlor, barabarsizlik, dayisan, sabit,

amsal, miitanasib, triqgonometriya

Abstract. In accordance with the preparatory programs of the Republican and World Olympiads, the
article addresses various issues related to polynomial functions, the calculation of their definite values,
numbers with complex-transcendent coefficients, absolute-valued functions, and periodic functions that are

not studied in depth in high school.

Key words: periodic function, polynomial, logic, problem, natural numbers, inequality, variable,

constant, coefficient, proportional, trigonometry

AHHOTauus. B cOOTBETCTBIH ¢ TOATOTOBUTEILHBIMHU MPOrPAMMAaMH PECITYOIMKAHCKUX U BCEMUPHBIX
OJIMMITHAJI B CTaThE PACCMATPHUBAIOTCS PA3IMYHBIC BOIIPOCHI, CBS3AHHBIC C TIOIMHOMUAIBHBIMU (QYHKIHAMH,
BBIYUCIICHHEM WX ONpEACICHHBIX 3HAYCHHH, YMCeNl ¢ KOMIUIEKCHO-TPAHCICHICHTHBIMU K03 (dUIIeHTaMH,
a0COMIOTHBIX (PYHKIUHA, TEPHOANICCKUX (DYHKIMH, KOTOPBIE HE U3Y4alOTCs YTIyOJeHHO B CpEIHEH MIKOIIe.

Kntouesvie cnosa: nepuoouueckas Qynkyus, MHO20UYNEH, N02UKA, 3A0aud, HAMYPAlbHble YUCId,
HepageHcmeo, nepemMeHHas, KOHCMAaHma, Ko3guyuenm, nponopyuoHAIbHbII, MPUSOHOMEMPUs

Hor koasa molumdur ki, 6lkomizds homisa
riyaziyyat fonnino yiiksok maraq olmusdur vo
bu 6z oksini homiso sagird vo tolabalarimizin
miivoffoqiyyatli istiraklar1 ilo yadda galan ol-
musdur. Hal-hazirda da bu gostoricilor var va
daha yiiksokdo olmasi liglin do 6lka soviyyasin-
do magsadyonlii iglor goriilmokdadir. Buna mi-
sal olarag Riyaziyyat Olimpiada Markazinin
(ROM) yaradilmast vo milli alimlorimizin ho-
min moarkazin isino xarici dlkalordon dovat edil-
masidir.

Bu istigamotdo riyaziyyat misllimlori 6z
tizoriloring diison vozifonin bir gador do artmasini
hiss etmoali, diinya riyaziyyati ilo maraglanmal
Vo onunla ayaqlagmagq tigiin iglor gérmolidir.

Bizim 6lkoada son 100 il Rusiya tohsili, o
olkanin alimlorinin tesiri, komayi ¢ox boyiik ol-
musdur, ancaq tokco Rusiya ilo kifayatlonmok
sohv olardi. Tiirkiys, Cin, Yaponiya, Singapur
Vo s. Olkalarin son illardaki dagiq elmlor saho-
sindo gordiiklori iglor onu demaya asas verir Ki,
homin dlkalorde bu sahodo omokdasliq bizlori
do yaxin on illiklarin aparici inkisaf etmislori s1-
rasma qaldira bilor. Olimpiada istirak¢ilart bil-
moalidir ki, hamiso an qisa, moantigli yol axtari-
sinda olmalidirlar va &6zlorini homiso bu yonda
inkisaf etdirmalidirlor. Ciinki olimpiada masala-
larinin halli adaton ¢ox da uzun olmur, qisa, an-
caq montiqli va ¢atin agla golon metodlar olur.

Bu geyd olunanlar1 nazars alarag son illor-
do diinya riyaziyyat olimpiadalarmin programlari
ilo tanis olmagq, riyaziyyatda daha ¢ox hansi bol-
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molara Ustiinliiklor verildiyini miioyyan etmok
vacibdir. Ona goéro do axtariglarin naticolori sdvq
edir ki, mogaloda gostarilon sahalars bas vurag.

Bunlar agagidakilardir:

- ¢oxhadli funksiyalarin miikommal Gyre-
nilmasi;

- funksiyalarin ovvallor ¢ox az- basit for-
mada tadris olunan periodik-dovri olan tasnifati-
na bas vurmag;

- miitloq qiymati va transendent machul va
omsallariin verilmasi ilo tonlik va baraborsiz-
liklorin hollinin aragdirilmas;

- siralar nazariyyasi, totbiqgi fiziki, statistic
mosalalor va s.

Miixtolif arasdirmalar-axtariglar apararaq
mogalods adlar qeyd olunan riyazi saholoro aid
masalalor verilmis vo onlarin universal olma-
yan, xiisusi yanagmalarla hollori arasdirilmigdir.
Belalikla, bu masalalardan biri:

Masala 1. f(x) = (x% + 2x + 2)20%5 +
(x? — 3x — 3)2%25 ¢oxhodli funksiyasimn x —
dayiseninin tok ndmrali amsallarinin comini tapin.

Hoallin arasdirilmasi: Forz edok ki, f(x)
ixtiyari ¢oxhadli funksiyadir.

f)=Apx" + A x" T+ + A x+ Ay
(1) (1)- borabarliyindon goriiniir ki, (1) diisturu
ilo verilon goxhadli funksiyanin biitiin amsallari-
nin comi f(1) — giymatina, clit vo tok nomrali
omsallarmin forqi iss f(—1) — giymotino bora-
bor olacag. Bu riyazi fikrin | hissasinin monasi
cox sado, yani, (1)- barabarliyinds x = 1 gobul
etsok,
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f)=A4+A+A, ++A,_1+ A,
olar.

Ikinci hisso iso, yoni ciit vo tok nomroli
omsallarin farqi iso ¢oxhadli funksiyada x = —1
gobul etmoklo alinar.

F(=1D) =Ag— Ay + Ay — Ag + - —

Ap + Appg (n=2k) iso (2)

F(=1) = —Ag+ A, — Ay + Ag + -+
An_1 + A, (n =2k + 1) oldugda (3) alinr.

Ogor (2) va ya (3) barabarliklorinin birinda
ciit sayli qlivvatli omsallarin comini U ils, tok
nomrali amsallarin comini V ilo isars etsak, onda

U+V=Ff(1)

v Zren®@

alariq. (4) sistemini holl etmoklo U vo
V' —ni tapa bilorik.

yfOHFED
UL i)
L, _f@ i)

Bu timumi hazirliglardan sonra mosalonin
asas hollino kegid edo bilarik.

Masalanin  halli:  f(x) = (x? + 2x +
2)2025 4 (x2 —3x —3)2925  qobul  etsok,
f(1) =0; f(—1) = 2 alariq. Demoli, (4) siste-
minda

{U +V=0
U-V=2

gobul edo bilarik. Buradan iss U =1 ol-
dugu molum olur. Masalonin hollinin bu kimi
metodu orta moktob proqramindan ¢ox uzaq vo
ya ¢atindir. Bunu noazors alaraq, riyaziyyat olim-
piadalarinda istirak¢ilara homiso qeyri-standart
hall metodu, mantiqi yanagma yolu ilo hall edils
bilon masalalar verilir. Bunu nazars alaraq, ikin-
ci bir maraqli halli olan masaloys baxagq:

Masala 2. x dayisoninin ixtiyari, m amsa-
linin iso sabit qiymatinds verilmis

1+ (%)
fletm)=—7-(1)

kimi miioyyon edilon funksiyanin perio-
dik-dovri oldugunu gostormali.

Indi iso f(x +2m), f(x+3m)... vo s.

miiayyan edok:

1) ©wvalca f(x + 2m) —in giymatini tapaq:

1+f(x+m)

Masalanin hallinin axtarisi: masalonin to-
lobino gors qurulan, axtarilan funksiya dovri ol-
dugundan funksiyanin dévri olmasi sortini 6do-
moalidir, yani f(x) elo bir funksiya olmalidir ki,
istonilon T # 0 oadadi va Vx {igiin

fOe+T)=fx)

borabarliyi 6donsin. ©vvalca verilmis (1)
funksiyasinin m = 0 giymati ii¢iin todqiq edok.
Bu halda funksiya £ (x) = % (2) soklino dii-
sor. Bu halda, yani m = 0 olduqda (2) barabor-
liyi ilo miioyyan olunan f(x) funksiyasi yalniz
Va yalniz x — dayisaninin ixtiyari giymatinds ya
i —Y9, ya da —i —yo barabor qiymat alacaq. Bu
iso o demokdir ki, istonilon sabit funksiya elo
dovri funksiyadir. Yoni, m = 0 giymati {¢lin
masalanin hallinin isbat1 ¢ox sadadir. m — sabi-
tinin m = 0 giymati {igiin (1) baraboarliyi isbat
edildi. Indi iso m —in ixtiyari m # 0 qiymoti
tictin masalonin hallini arasdiraq. (1) baraboarli-
141 (x)
1-f(x)
deyil, bu faktin dogrulugu onu demoays asas ve-

rir Ki, f(x +m) = % kimi miioyyon edilon

funksiyanin dovri olmasi ligiin onun dovri olan
T ododi m —don asili olacaq. Indi mosslonin
hollini tamamlamaq {g¢in T periodu ilo
m —sabiti arasindaki olagoni miioyyon etmoyo
calisaq:

I.Ogor qobul etsok ki,
m —sabiti i1lo miitonasibdir, yoni

T=2m,T =3m,T =4m,.., T =k m,
onda

flx+2m), f(x+3m), ... Vo S.
qiymatlorini hesablamagla massloni hall etmis
olariq.

Il. ©gor hesab etsok ki, m — sabiti T il
miitonasibdir, yani

m m

T=2T1=27=2 _.7=" " onda
2 3 4 k

T T T . .
f (x + 5),/‘ (x + E)' e fx + ;) qiymatlorin
hesablaya bilmaliyik ki, masalonin hallins cavab
verok.
qiymatlorinin hesablanmasi-doyarlondirilmasini

yinin sag torafi, yoni ifadosi m —don asili

T —periodu

1+ f(x)
i 2 1

flx+2m) =fl[(x+m)+m] =

T=fGctm) | _1+/@ -2f@® [

1-f()
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2) f(x+3m) = f[(x+2m) +m] =

3) f(x+4m) = f[(x +3m) + m] =

Bu qiymoatlondirmoalordon asagidaki noti-
coni almig oluruq: f(x + 4m) = f(x), yani, ix-
tiyari x doyisoni iiciin m # 0 oldugda f(x)
funksiyast dovri funksiyadir.Bununla da moso-
lada talob olunan isbat basa ¢atdi.

Bu mosoloni biz konkret funksiya ilo
tosvir edak:

Misal 1. Trigonometriyadan malumdur Ki,
1+t

1-t
rudur. Yuxaridaki mosalods isbat etdiyimiz riya-
zi fakta gora demok olar ki, bu halda tgx funk-
siyast ixtiyari x li¢lin dovri funksiya olacaq vo

onun periodu 4 - % = m —Ya borabar olacag. Ho-

gigoton do bu beladir, yani tgx funksiyasinin
periodu T = m —dir.

Eyni qayda ils gdstoarmak olar ki,

Misal 2. Ixtiyari x doyisoni vo m —sabit
adadi tigiin f(x + m) = %
nan funksiya dovri funksiyadir.

Qeyd edok ki, dovri funksiyalar bolmasi
funksiyalarin tosnifatinda-novlori igorisindo mii-
rokkoblik baximindan, xiisusi ilo do verilmis
funksiyanin periodik olub-olmamasini miioyyon
etmok vo on kigik periodunun tapilmasi an ¢otin
vo maraqli bolmas oldugundan geyd olunan mo-
salo vo onun halli metodu miisllimler vo dyran-
cilor {i¢iin maraql1 olacagq.

Indi iso yeno orta moktob programu iigiin
cotin vo maraqli olan qrafiklor mévzusuna aid
maraql bir funksiyaya baxaq:

Masala 3. y + |y| = x + |x| funksiyasinin
grafikini-handasi tosvirini qurun.

Hollin aragdirilmasi: Orta moaktob riyaziy-
yat kursunda sagirdlorin ehtiyatla davrandiqlari,
baozi hallarda iss miitloq qiymat anlayisinin riya-
zi xisusiyyatlorini diizgiin menimsomadiklori
tictin modul isarasi daxil olan tonlik vo barabor-
sizliklori, oadadi va ya harfi ifadslorlo bagh

.. c e e T\ _ gx JOTI =
ixtiyari X Uiglin tg (x + Z) = iox eyniliyi dog

kimi toyin olu-
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1+f(x+2m) _ 1‘}% _ flo)-1

1-f(x+2m)  1+—— +1
f(x+2m) ) f(x)

1+)‘(9:)—1

1+f(x+3m) _ fO)+1

2f(x)
~ = T fo-1 = f(x).
1-f(x+3m) 1_f(x)+1 2

misallarin hoallindo ¢atinlik ¢okirlor. O ki qaldi
modul isarasi daxil olan funksiyasinin qurulmasi
ola. Bu mosoalodo diqgetli arasdirma yolu ilo
morholo-marholo modul isarasini qiymatlondir-
mokls funksiyani qiymatlondirak:

1) Ovwvalco x > 0 sortini 6doyan x —lor
tiglin verilon funksiyanin y + |y| = 2x oldugu-
nu vo buradan da, x > 0 sortindon y + [y| > 0
sortinin dogru oldugunu gabul edak. Bu isa 0
demokdir ki, y > 0 olmalidir. Demoali, y +
|y| = 2x tonliyi y = x soklino diisiir. Bu iso 0
demoakdir ki, verilmis funksiya dayisonin x > 0
sortini 6doyan giymatlorinds koordinat miistovi-
sinin I riibiiniin tonbdloninin biitiin ndqtalori
olacaq (koordinat baslangict 0(0; 0)noqtasi is-
tisna olmagla).

2) Indi iso arqumentin x < 0 sortini 6do-
yan giymatlorinds verilmis funksiyani qiymaot-
londirok: x <0 oldugda y+ |yl =x+ |x|
funksiyast y + |y| = 0 soklina diisor. Bu bora-
barlik isa biitiin manfi y —lor tigilin, yoni y < 0
sortini 6doyan vo y = 0 giymatinda &donilir. Bu
iso 0 demokdir ki, x < 0,y < 0 vo y = 0 sortini
odoyan, yani absis va ordinatt manfi voy =0
olan biitiin néqtalor verilmis funksiyanin noqtoe-
lori-qrafiki olacaq. Bu ndqgtolor ¢oxlugu koordi-
nat mistovisinin III riibiiniin biitliin noqtalori
coxlugudur.

3) x = 0 oldugda iso verilmis funksiya
y + |yl = 0 soklini alir. Bu tonliyin halli olan
noqtolor: x = 0, yani Oy oxunun noqtalori, an-
caq bir sortlo ki, y < 0 sorti 6dansin, oks halda
y + |y| = 0 ola bilmaz. Demsli, bu halda hall
funksiyanin handosi tasviri-qrafiki Oy oxunun
monfi istigamati olan noqtalor olacaq.

4) Belolikla, har ii¢ halli birlosdir-
sok, y + |yl = x + |x| funksiyasinin qrafikini-
handasi tosvirini alariq:
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Bu masalanin hall metodundan istifada et-
mgklgl)y:ljj—l, 2)y=—3)y=|x—1|+

x2+1
+|x — 2| + |x — 3| funksiyalarinin grafiklorinin
hondasi tasvirlorinin qurulmasi maraqli olard

Novboti masals orta maktab kursunda tez-
tez rast golinon hovuz-nasos tipli measaladir, an-
caq forgli mozmunda va tabii ki, forqli yanagma
ilo hall metodunda.

Masala 4. 1ki qabdan birinda 1 litr su var,
digori isa bosdur. I gabdan yarisini I gaba, son-

ra iso II gabdakinin § hissasini I gaba, sonra I

gabdan i—ni II gaba ...vo s. sokildo novba ilo
tokiirlor. 1000 sayda bu kimi gabin birinden di-

Suyun bir gabdan

digorina tokiilmosi 1 2
No

| gabda 1 E

:

Il gabda — _

2 3

Cadvalds geyd olunan gablardaki su miq-
darlarin1 har bir marhalada sads sokilds hesabla-
yaraq dogru olduguna amin olmagq olar. Coadval-
do maraqli bir ganunauygunluq goriiniir: tok
nomrali hallarda suyun miqdari barabar olur. Bu
fakt no qadar colbedici olsa da omin olmaga tam
osas vermir ki, bu homiso, yoni 100-ci hala qo-
dor davam edocok yoxsa yox. Bu ona goro sual
dogurur ki, har dofs bir gabdan digarine eyni qo-
dor deyil, forgli-forqli hissalords su olavo edirik.

1 dofa %, II dofa g, III dofa i, IV dofa % hissa va
s. Qanunauygunlugun homiso dogru olduguna

omin olmaq tgilin riyazi induksiya metodunu
totbiq edok. Forz edok ki, gabul edilon forziyys

Azorbaycan Respublikasimin Tahsil institutunun Elmi asarlori, Cild 93, Ne1, 2026
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gaoring qeyd olunan sortlorls su tokdiikdon sonra
har gabda no qoadar su olacaq?

Masalonin hollinin arasdirilmasi: Goriin-
diiyli kimi tokrar su yerdoyismolorinin qaydasi
miirokkab, say1 iso kifayat qodor boyiik sayda-
dir. Bu sobabdon do ardicil hesablama yolu ilo
moasaloni hall etmok miimkiin olsa da, ¢ox bo-
yiilk zaman vo hesablama aparacaq. Bu yerdo
agilli-montigli metod kémoys golor. O mantiqi
axtaraq. Bunun {i¢iin avvalco bir neg¢o ardicil su
yerdoayismasinin cadvalini tortib edok vo miim-
kiin alqoritm axtaraq (ogor varsa). Ardicil yeddi
sayda qabdan gaba deyilon sortlorlo su tokok vo
naticalori xiisusi cadvalds qeyd edok:

4 5 6 7
3 1 4 1
5 2 7 2
2 1 3 1
5 2 7 2

n = 2k + +1 tok sayda hallarda dogrudur, yani
(2k + +1) —ci su tokmasindon sonra hor iki
qabda eyni gador su olacaq. Onda buradan bels
bir naticaya golo bilorik ki, (2k + +2) —ci ko-

, 1 1 1 k+1
¢lirmadon sonra Il gabda - ———-=-= I
2 2k+3 2 2k+3

miqgdarda, I gabda iso % | miqdarda su olmali-
dir. Bu sokildo davam etsok, (2k + +3) —ci
k+2 1 k+2 _
2k+3  2k+4 2k+3

% litr su olacaq. Demali, II qabda da % litr su ola-

kogiirmodon sonra I gqabda

caq, yoni hor iki qabda eyni barabar % |. Bu ana-

lizdan sonra bels bir naticaya gals bilarik ki, go-
riinan moantigi paylanma istonilon n {giin do
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dogru olacag vo demali n =999 olarsa, har
gabda - litr, 1000-ci halda is, yoni n=1000 ol-

. e - 1 1 1 500 ,.
dugda iso ikinci gabda - — r== litr
500 2 51001001 2 1001
su, I gabda iss 1 ——— = —— litr su olacaqg.

1001 1001
Beloliklo, holli ovvolco ¢ox miirokkob vo ya

geyri-miimkiin gériinon “nasos-hovuz” mosalosi
agilli yanasma ilo montiqlo 6z hallini tapdi.

Bu mosalonin hallini asas tutaraq dinlayi-
cilora yeni bir tapsirig-masala toklif edardik.

Masala. 1ki qabdan birindo 5 litr su, II do
isa 5 litr spirt var. I-don 1 litr suyu II qaba tok-
diilor. Mohlulu yaxsica hall etdikdon-qarisdir-
diqdan sonra 1 litr qarisiq mohlulu I gaba tokdii-
lor. I gabda spirtin yoxsa II gabda suyun miqdar1
¢ox olar?

Bu tip miirokkob masalalor vo onlarin gey-
ri-standart holl isullarinin Gyronilmasi moqale-
nin asas elmi-praktik vo totbiqi yanagmasi oldu-
gu {iglin har bir riyaziyyat sevar ii¢iin shamiy-
yatlidir.

Problemin elmi yeniliyi. Miirokkob ¢oxhadli
funksiyanin gqiymotandirilmesi ,verilmis funksiyanin

dovri-periodik olub olmamasinin aragdirilmasi, gey-
ri-standart modul funksiyanin arasdirilmasi va qrafik
tosvirinin verilmosi kimi miirakkob masalslorin hal-
linin xiisusi yeni metodiki yanasmalar1 verilmisdir.
Bu tisul vo metodiki yanagmalar miixtslif mosals vo
misallarin tatbiqi ilo 6z tosdiqini tapmusdir.

Problemin praktik shomiyyati. Maqalado
miixtolif tip geyri-standart dovri, modul va goxhadli
funksiyalar arasdirilmig, bozi hallarda onlarin qiy-
motlondirilmosi, qrafik tosvirlorinin tapilmasi kimi
ohomiyyatli, praktik baximdan yeni va ¢otin masolo-
larin holline komok eds bilon yanagmalar miizakira
edilmisdir. Bu tip mosalalar riyaziyyatda homiso ma-
rag doguran, hom do olimpiada kimi ciddi aragdira
bilma qabiliyyatinin formalagmasinda ohamiyyatli
olan problemlor sirasinda oldugundan praktik sho-
miyyati ¢ox mithiimdiir.

Problemin aktualligi. Moaqalado aragdirilan,
praktik ohomiyyotca vacib olan xiisusi tip olimpiada
xarakterli, geyri-standart mosalolor vo onlarin yeni
tisullarla hollindoki yeni yanasmalar olimpiadalara
hazirlq ti¢iin hom orta moktob miisllim va sagirdle-
ri, hom do ali moktob tolobs vo magistrlori ti¢iin xii-
Susi shomiyyat kasb etdiyindon aktualdir.
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