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ON THE IMPLEMENTATION OF THE USE OF COUNTEREXAMPLES IN THE
PROCESS OF TEACHING ELEMENTS OF MATHEMATICAL ANALYSIS IN THE
COURSE OF “LINEAR ALGEBRA AND MATHEMATICAL ANALYSIS”

Axmeo Hycpam o2nvt Mameooe,
npenodasamenv baxunckozo Yuuseepcumema busneca,
00KmMop punocoghuu no nedazozuxe

Pamuz Mameoosrcagap oznvt beanues
npenodasamens bakunckoeo Yuuseepcumema busneca,
dokmop unocoguu no mamemamuxe

O PEAJIM3AIIMU UCITOJIB30OBAHUSA KOHTPIIPUMEPOB B ITPOLECCE
OBYYEHUA DJIEMEHTAM MATEMATHUYECKOI'O AHAJIM3A B KYPCE
“JIAHEVMHOM AJITEBPBI U MATEMATUYECKOI'O AHAJIA3A”

Xiilasa. Togdim olunan is texniki vo iqtisadiyonlii Ali moktoblorin “Xatti cabr va Riyazi analiz” kur-
sunda Riyazi analiz elementlorinin dyradilmasi prosesinds tolimin samaraliliyinin yiiksaldilmesinds miihiim
rol oynayan kontrmisallardan istifado materiallarina hasr olunub. Kontrmisallar osason Riyazi analiz kursu-
nun birdayisanli funksiyalara aid olan hissasini (inteqral hesabi elementlarina gadar) shats edir.

Riyazi analizo dair materiallarda bir ¢ox teorem va digar tokliflorin torsinin dogru olub-olmamast, toklif-
lordoki sortlorin an az1 birinin 6donmadiyi halda hokmiin dogru olmadigim, tokliflorin kafi (zoruri) olub, zoruri
(kafi) olmadigini niimayis etdiron misallarin (kontrmisallarin) qurulmasi moasalalori burada 6z oksini tapmigdir.
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Biitiin bunlar digar riyazi fonlorin homginin riyazi analiz elementlorinin daxil oldugu fanlorin (“Eko-
nometrika”, “Marketinqin idaro olunmas1”, “Makroiqtisadiyyat”, “Riyazi statistika”, “Ehtimal nazoriyyasi”
Va S.) da tolabaloar tarafindan yiiksok soviyyada monimsamalorinds miihiim rol oynayir. Onu da geyd edok ki,
nainki Riyazi analizin biitlin mévzularinda, hamginin “Xoatti cobr”, “Analitik hondass”, “Diferensial tonlik-
lor” va s. fanlarin todrisi prosesinds kontrmisallardan istifads talobslorin miistaqil isloma, mantiqi tofokkiirii-
niin inkisafinda, yaradiciliq gabiliyyatlorinin artirllmasinda da faydali hesab olunur.

Agar sozlor: kontrmisal, birtaraofli limitlor, birtarafli toromalar, geyri-miayyanlik, Roll teoremi,
Lagranj teoremi, Kosi teoremi, Lopital-Bernulli qaydalari, Dirixle funksiyas

Abstract. The presented work is devoted to materials on the use of counterexamples, which play an
important role in increasing the effectiveness of teaching elements of Mathematical Analysis in the course “Linear
Algebra and Mathematical Analysis” in technical and economic higher education institutions. The
counterexamples mainly cover the part of the Mathematical Analysis course related to functions of one variable
(up to the elements of integral calculus). The materials on Mathematical Analysis reflect issues related to
constructing examples (counterexamples) that demonstrate whether the converse of a theorem or another
statement is true, that a statement is not valid when at least one of its conditions is not satisfied, and that certain
conditions may be sufficient (necessary) but not necessary (sufficient). All of this plays an important role in
helping students master at a high level other mathematical subjects, as well as disciplines that include elements of
Mathematical Analysis (“Econometrics,” “Marketing Management,” ‘“Macroeconomics,” ‘“Mathematical
Statistics,” “Probability Theory,” etc.). It should also be noted that the use of counterexamples is considered
beneficial not only in all topics of Mathematical Analysis, but also in the teaching of such subjects as “Linear
Algebra,” “Analytic Geometry,” “Differential Equations,” and others. It contributes to the development of
students’ independent working skills, logical thinking, and enhancement of their creative abilities.

Key words: counterexample, one-sided limits, one-sided derivatives, indeterminate forms, Rolle’s
theorem, Lagrange’s theorem, Cauchy’s theorem, L’Hopital-Bernoulli rules, Dirichlet function

Annotanus. [Ipeacrasnennas paborta nmocsIieHa MaTepraIaM 110 UCIOIb30BaHUIO KOHTPIPHUMEPOB, 3HA-
YUMBIX B TIOBBIIICHUN Y(QHEKTUBHOCTH O0YUCHHUS TIPU U3YUEHUH JIEMEHTOB MaTeMaTUUECKOTO aHAIIN3a B Kypce
«JIuHeiiHas anreOpa M MaTeMaTHYECKHH aHAM3» B TEXHUYECKHX M SKOHOMHUYECKHX By3ax. KoHTprpumeps
OXBaThIBAIOT B OCHOBHOM Ty 4YacTh Kypca MaTeMaTHYECKOTO aHaJl3a, KOTOpasi OTHOCUTCSA K (PYHKLMSIM OIHOM
TIEpEeMEHHOM (70 3JIEMEHTOB MHTETPAIbHOTO HCUMCIIeHHs ). B MaTepuanax mo MareMaTHueckoMy aHalIn3y HallId
OTpa’KeHHE BOIPOCHI IOCTPOCHUSI MPUMEPOB (KOHTPIPUMEPOB), TIOKa3bIBAIOIIMX, SBISIETCS JIM BEPHOW 00OpaTHAs
TeopeMa WM JPyroe yTBEP)KICHHE, YTO IPU HEBBINOJHEHWH XOTS OBl OJHOIO YCJIOBUSI YTBEP)KACHHE HE
SBJISICTCS. UCTHHHBIM, a TaKXE JEMOHCTPUPYIOIINX, 4YTO JaHHbIE YCJOBHS MOTYT OBITH JIOCTATOYHBIMHU
(HEeoOX0qMMBIMH), HO HE HEOOXOAMMBIMH (JocTaroyHbIME).Bce 310 urpaer BakHyto posb B Ooliee TITyOOKOM
YCBOGHHMH CTYAEHTaMH JPYTHX MaTeMaTU4eCKHX AWMCLUUIUIMH, a TAKKe MPEIMETOB, BKIIOUYAIOLIMX JJIEMEHTHI
MaTeMaTH4eckoro  aHammza  («OKOHOMETpHKa», «YIIpaBleHHE MAapKETHHIoM»,  «MaKpO3KOHOMHKa»,
«Maremarnueckasi cratuctukay, «Teopus BeposTHOcTei» W np.).ClemayeT OTMETHTh, YTO HCIIOIb30BaHHE
KOHTPIIPUMEPOB SIBJISIETCS TIOJIE3HBIM HE TOJIBKO NP M3YyUYEHHH BCEX Pa3eioB MAaTEMAaTHYECKOTO aHaIN3a, HO U
Opy  TpenojaBaHuM TaKUX IUCLMIUIMH, Kak <«JIuHeliHas anreOpa», «AHaINTHYECKash TEOMETPHS,
«/InddepeHnmanbHbie YpaBHESHUS U JIPp. DTO CIIOCOOCTBYET Pa3BUTHIO Y CTYJCHTOB HABBIKOB CAMOCTOSTEILHON
padoTHI, JIOTHYECKOTO MBIIIIIEHHS 1 TOBBIIIEHUIO X TBOPYECKHIX CIIOCOOHOCTEN.

Knwouesvie cnoea: ronmpnpumep, O0OHOCMOPOHHUE npedenvl, O0OHOCTHOPOHHUE HPOU3BOOHbIE,
Heonpedenennocmy, meopema Ponns, meopema Jlacpanosica, meopema Kowwu, npasuna Jlonumana—bepnyniu,

ynxyus Jupuxie

Maolum oldugu kimi “Xatti cabr vo Riyazi analiz” kursu texniki va iqtisadiyonlii ali moktablor-
do todris olunan fonlor igarisinds xiisusi yer tutur. Fonnin dyronilmasi digor bir ¢ox fonlorin: “Xatti
cobr vo analitik hondssa”, “Ehtimal nozariyyesi”, “Riyazi statistika”, “Ekonometrika” (Ekono-
metrika-1, Ekonometrika-2), “Biznes foaliyyatinin tohlili”, “Marketingin idars olunmasi1”, “Makro-
igtisadiyyat” va s. dyranilmasi istigamatinds miioyyan monada baza rolunu oynayir.

“Xatti cabr va Riyazi analiz” kursunun demak olar ki, bir ¢ox bdlmasi bu va ya digar formada
qeyd etdiyimiz yuxaridaki fonlorin materiallarinin mozmununa daxildir. Burada yalniz Riyazi ana-
lizin bazi elementlorinin (birdoyisonli funksiyalarin diferensial hesabi) talim prosesinda 6yranil-
masindo istifads olunan kontrmisallardan bshs edilir.
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Giris t¢iin geyd edok ki, miiasir dovrds igtisadiyyatin rogabsto davamliligi, insanlarin rifahi-
nin yiiksaldilmasi istigamotinds dovlsatimizin mogsadyonlii foaliyyati ali moktoblor, homginin, tex-
niki, iqtisadiyontiii ali moktoblor garsisinda talimin keyfiyyatinin yiiksaldilmasi va naticads onun
miixtolif sahalorda totbigi moagsadini goyur. Olkemizdo tohsil sahasinde tokmillosdirmalor, dévlot
programlari, bu sahado dovlatin strategiyalar1 osasinda hoyata kegirilir. Azarbaycan tahsilinin mo-
dernlogdirilmosinin miiasir marhalasi, miixtalif texnologiyalarin totbiq olunmasi, texniki avadanlig-
larin talim prosesina gotirilmosi, miixtalif metodikalarin talim presesinds totbiq olunmasi texniki,
igtisadiyonli fakiiltolords talobalorin (bakalavriatlar, o ciimlodon, magistrantlar) elmlarin ssaslarina
yiyalonmalarindo, onlarda pess bacariglarinin inkisafinda miistasna shamiyyat kasb edir va toloboalor
garsisinda yiiksok tolablor qoyur.  “Xatti cabr va Riyazi analiz” kursunun (fonninin) proqraminin
“Fannin tasviri” bolmasinds geyd olundugu kimi fannin tadrisinds bir gox moagsadlor hoyata kegiri-
lir. Onlardan boazilarini, yani riyazi analizo dair olan mogsadlori geyd edok (“Xaotti cabr vo Riyazi
analiz” fonni tizrs program. BAKI-2023.s5h.3).

M3. ©dadi ardicilliglarin ndvlarini tayin etmayi, bazi adadi ardicilliq vo funksiyalarin limitlo-
rini tapmagi, funksiyalarin kosilmazliklorini arasdirmagi bacarmagq. M4. Birdayisonli funksi-
yalarin toromalorini tapmagi, qeyri-miayyoanliklori agmagi, funksiyalarin Makloren diisturu iizrs ay-
riligini yazmagi, téromanin komayi ils funksiyalart aragdirmagi bacarmaq vo s.  Gostarilon  mog-
sadlorin hoyata kegirilmasi naticasi olaraq tolobalor Riyazi analiz elementlarini monimsayir vo ho-
min programin “Fannin talim naticalori” hissasinds geyd olundugu kimi tolobalor “e” adadins vo
basqa mithiim limitlors gatirilon bazi ardicilliglarin, funksiyalarin limitlorini hesablamagi, funksiya-
larin kosilmozliklorini aragdirmagi, birdoyisonli funksiyalari diferensiallanmagi, diferensial hesabi-
nin kdmayi ilo birdoyisonli funksiyalari aragdirmagi bacarmalidirlar va s. Gostordiyimiz Kimi bura-
da yalnmiz birdoyisonli funksiyalarin diferensial hesabi ilo bagli bazi mogamlar1 qeyd edacayik.

Riyazi analiz elementlorinin yiiksok soviyyado monimsonilmasi ii¢iin deorslords bir ¢gox me-
tod vo vasitelordon istifade imkanlar1 vardir. Onlardan biri do tolim prosesinds todrisin somora va
keyfiyyatinin yiiksoldilmosindo kontrmisallardan istifado etmoklo onun reallasdirilmasidir.

Molumdur ki, riyaziyyatin tolimi prosesinds hor hansi hokmiin dogrulugunu niimayis etdi-
ron, yoni onu illiistrasiya edon misallar gostorilir. Bundan sonra tolim prosesinin effektivliyins tosir
edon verilon hokmiin tarsinin, homginin bu vo ya digar sortlor doyisdikdo hokmiin dogru olub-olma-
masini gostoron misallar qurulur. Belo misallara Riyaziyyatda kontrmisallar (bu terminin sinonimi
kimi “oksmisallar” da islotmak olar) deyilir. Belo kontrmisallarin qurulmasi telimin semoraliliyini
artirir, keyfiyyatini yiiksoldir, talabalorin yaradicilliq meyllarinin artirilmasina miisbat tosir edir.

Bu fonn 1-ci tadris ilinin ilk semestrindon tadris olunur (I kurs).  Ona goro do todriso daha
ciddi yanasilmali, tolobalora bu fonnin incaliklori (lazimi soviyyads) somarali sokilds catdiriimali-
dir. Xatti cobrin elementlori tadris olundugdan sonra (mévzu 1-4) Riyazi analiz elementlori (mévzu
5-23) tadris olunur. Burada bir ne¢ga movzunun dyronilmosinds kontrmisallardan istifade imkanla-
rindan bohs olunur. Ik olaraq “©dadi ardicilliq ve onun limiti” (mévzu-5) mévzusunda istifado olu-
nan (qurulan) bazi kontrmisallar1 bir neg¢a teorem iizorinds nozordon kegirak.

Teoreml. Ogoar {x,,} va {y,,} ardicilliglarinin har biri y1gilandirsa onda onlarin cami (forgi) do
hasili va nisboti do yigilandir vo lim,, o (X, £ ¥) = limy, e X £ limy, L0 Y 5 limy, L0 (6 = ) =

. . . limy, o0 . . ) e .
lim,, o0 Xy - limy oo Y im0 o= oo iy ¥Yn # 0).(Comin (forqin), hasilin vo nis-
Yn limp0 Yn
botin y1gi1lmasi tigiin kafi sort) Burada tobii olaraq qarsiya belo bir sual ¢ixir: Bu teoremin torsi

do homiss dogrudurmu? Yeoni, comin, forqin, hasilin, nisbatin yigilan olmasindan ardicilliglarin har
birinin y1gilan (sonlu limitinin) olmasin1 hamiso hokm etmok olarmi? Yoni, teoremi zoruri va kafi
sart (kriteriya,meyar) kimi vermok olmazmi? Asagidaki ardicilliglar iizorinds teoremin (com (forq)
ti¢iin) torsinin dogru olmadigini gérmak olar.

Misal 1. x, = 1++n vo y, = 2 —+/n ardicillarmin comi z, = x,, + y, = 3 oldugundan
lim,,_,, z, = 3 alariq. Lakin gotiiriilon {x,} vo {y,} ardicilliglarinin hor biri dagilandir. Demali,
com yigilan olduqda har bir ardicilliq dagila da bilor. Misal 2. x,, = sin?n, y,, = — cos? n ardicil-
liglarinin hor biri dagilandir. Lakin onlarin forgi x,, — y, = 1, lim,_ . (x, — y,,) = 1, yoni y181-
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landir. Goriindiiyii kimi, bu halda da forqin yi1gilan olmasindan azalan vo ¢ixilan ardicilliglarin hor
birinin y1gilan olmasini hokm etmok olmaz.

Misal 3. x,=n vo y, = sin% ardicillhiglarinin  hasilina  baxaq: x, -y, =n-sin£n=

. T T
n SIn— T . Sin— sinx
T iMoo (X~ V) = limy 00 =5 = 3 lim, e —7% = ,yam hasil yigilandir (lim,,_, ., —— —= 1
n 3w 3n

olmasi1 nazars almib). Lakin x,, = n-dagilan, y, = sing yigilandir. Yoni bu halda har bir ardicilliq
yigilan deyil. Demali, hasilin y18ilan olmasindan ayri-ayr1 ardicilliglarin yigilan olmast homise alinmur.

Misal 4. x,, = n®> + n2 — 1 vo y,, = 3n°® + 2n? — 4n + 1 ardicilliglarinin hor biri dagilandr:
lim, e (n®> +n%—1) = oo,lim,,,(3n°> +2n* —4n+1) = o

Lakin lim,,_, . (i—Z) = limn_m( nanto1 ) =1

3n5+2n2—4n+1 3

Demaoli, dagilan ardicilliglarin da nisbati yi1gilan ola bilar, yoni bu halda da tors teorem hamiso
odonmir (x, = (—1)™ va y,, = 3n + 2 dagilan ardicilliglar tigiin do baxmaq olar).

Teorem 2. {x,} vo {y,} ardicilliglar: iigiin elo N nomrasi varsa ki, n > N sortini 6dayan n-lor
tglin x,, =y, (yaxud x,, < y,,) borabarsizliyi 6donir vo lim,_,, X, = a, lim,_, ¥, = b sonlu limit-
lori varsa, yoni ardicilliglarin hor biri yigilandirsa onda a = b (yaxud a < b) borabarsizliyi 6danir.
Burada da tobii olaraq bels sual yarana bilir: Teoremin sortindo “>" (yaxud “<”) isarasi avazina “>”
(yaxud “<”) olduqda da hokm etmok olarmi ki, @ > b (yaxud a < b) barabarsizliyi do dogrudur?

Misal 5. x,, = \/iﬁ; Vn = \/%
0 olmasindan alinir ki, 0 > 0. Bu iso ola bilmaz. Demali, teoremin sortinds “>" (yaxud “<”) olmasi
vacib sortlordir. x, >y, (yaxud x, < y,) avozino x, >y, (yaxud x, < y,) gotirsok teoremin
hokmii dogru olmaz. Bu movzuda digor tokliflordo do kontrmisallardan istifado imkanlar1 bo-
yiikdiir. Fonnin tolimi prosesinds “Funksiyanin limiti” (mévzu 6.) movzusunda da kontrmisallardan
istifado miimkiindiir.

Teorem 3. Ogar f(x) vo g(x) funksiyalar1 x, noqtesinin miioyyan otrafinda toyin olunubsa
Vo x noqtasinda limitlori uygun olaraq A vo B-ys borabor olarsa, onda f(x) + g(x), f(x) - g(x)

vo lim,_,,, g(x) # 0 oldugda f% ; funksiyalarinin da x, noqtesinds limitlori var vo hamin limitlor

uygun olaraq A+ B, A-B Vo E-ys borabardir. Basqa sozlo desok, sagdaki limitlor varsa
1imx—>xo () tgx) = limx—>x0 fx) £ limx—mo g(x)vlimx—mo f(x)-gx) = hmx—»xo fQx)-

£(x) limy_y, f(x)
limy, ., g(x) limy g(x) 11m;;zg(x)

Burada da tobii ki, belo sual yaranir. Kontrsual: f(x) + g(x), f(x) - g(x) [0 ( ) funkSIyaIarl-

gotiirsak, x,, > y, oldugu askardir. lim,_,4 x, = lim,_ e ¥, =

(limx_)x0 glx) # O). baraborliklori dogrudur.

nin har birinin miiayyan x, néqtasinds limitlorinin olmasindan f(x) vo g(x) funks1ya1ar1n1n har bi-
rinin x noqtasinds limitinin olmasini hokm etmok olarmi1?

Misal 6.
x+ 2,x < 0olarsa 5—x,x <0olarsa
f(x) = —3,x =0o0larsa ,g(x)= 10,x = 0 olarsa funksiyasinin comi
2x —10,x > 0 olarsa 17 — 2x,x > 0 olarsa

@(x) = f(x) + g(x) = 7 funksiyasinin istonilon noqtada, o ciimladan

Xo = 0 noqtasinda limiti var va lim,_, ¢(x) = 7. Lakin na f(x)-in na do g(x)-in x5, =0
noqtasinda limiti yoxdur: f(0+) = -10# f(0—) =2;g9(0+) = 17 # g(0 —) = 5(hor iki funk-
Siya {iglin birtorafli limitlor miixtolifdir) Bu da onu gostarir ki, com funksiyanin limitinin olma-
sindan toplanan funksiyalarin hor birinin limitinin olmasmi homiso hékm etmok olmaz. iki funksi-
yanin nisbati ligiin do kontrmisal qurmag olar:

Misal 7. f(x) = sinl Vo g(x) = 2 ~ funksiyalarmn hor birinin x, = 0 noqtasindo limiti yox-

dur (sonlu). Bels ki, x,, = — kimi iki ardicillig gotiirsok (Funksiyanin limitinin

Heyne monada (ardicilliq dilinda) torifi).

-2
Vo xn - T—41TnNn
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ﬁ = 0,limy_,o X, = lim,_,o —— = Ooldugundan {xn} Vo

{xy, Yardicilliglarimin har biri 0-a y1gilir, lakin f(xy,) = sm( + Znn) Vo f(x;) = sin (—g + 271'7’1)

lim,_, x;, = lim,_,,

ardicilliglart uygun olaraq 1 vo —1-o yigilir. Demoali, f(x) = sini funksiyasinin x, = 0 noqtasinds

limiti yoxdur. Lakin ! Ex; (sm ) x funksiyasinin x, = 0 noqtasinds limiti 0-a baraboardir:
lim, o —% i = lim, o x - sm— =0. Cinki,a(x) =x,x >0 oldugda sonsuz Kkigilon,

x

fx) = Sin; funksiyasi is9 x, noqtosinin otrafinda mohdud funksiyadir. Mohdud funksiyanin son-

suz kigilon funksiyaya hasili sonsuz kigilondir, yoni limiti 0-dir. Bu da onu gdéstarir ki, nisbat funk-
Siyanin limitinin olmasindan (burada limit 0-dir) komponentlarin (bdliinen vo bdlan) hor birinin li-
Mitinin olmasini homiso hokm etmok olmaz.

Bu vo ya digoar istiqgamotds kontrmisallar1 “Birdayisenli funksiyanin kasilmozliyins dair mate-
riallarin monimsadilmasinds do qurmaq miimkiindiir. Fikrimizi asagidaki bir teorem {izorinda izah
edok.

Teorem 4. Tutaq ki, f(x) vo g(x) funksiyalar1 hor hanst X ¢oxlugunda tayin olunub vo

Xy € X noqtasinds kasilmozdir. Onda £(x) + g(x), f(x) - g(x), f; E i (g(xy) # 0) funksiyalar da
Xo noqtasinds kasilmoz olar va asagidaki barabarliklor dogrudur:

limy, oo (£ () £ g(0)) = £ (x0) £ g(x0), limy o (f () - g(x)) =

f(xo) - g(x0), lim,, . ;gg ggoi (g(xo) # 0). Burada da, tobii ki, tolobolorin garsisina bels sual

cixir. f(x) va g(x) funksiyalarinin cominin (farginin), hasilinin va nisbatinin x, néqtesinds kasil-
Maz olmasindan har bir funksiyanin x, néqtesinds kasilmaz oldugunu hamiss hokm etmok olarmi?

Tors toklifin hamigo dogru olmadigini asagidaki kontrmisalla gostorak:

Misal 8.

f(x)={x—1,1<x<501arsa ():{ —x,1 <x <5o0larsa

—3,0<x <1olarsa 7,0 < x < 1olarsa
funksiyalarin har biri x, = 1 ndqtosinds kasilondir va bu noqto 1-ci ndv kasilma noqtasidir (limitlor
sonludur):

limy 140 f(x) = limy 540 f(x — 1) = 0 (sag limit)

limy 1o f(x) = limy_1_¢(—3) = —3 (sol limit)

limy_ 140 9() =lim,_1,0(5 — x) = 4 (sag limit)

limy,_1_9 g(x) = limy_,1_o(7) = 7 (sol limit)

Hor bir funksiya tgiin birtorafli limitlor mixtalifdir vo demali, bu funksiyalarin hor biri
xo = 1 noqtasinds kasilmaz deyil. Lakin, onlarin comi f(x) + g(x) = 4 (sabit) funksiyas1 biitiin
hoqiqi oxda, o ciimladon x; = 1 ndqtasindo do kasilmozdir. Bu iso o demakdir ki, com funksiya
miioyyan noqtads kesilmaz olduqda ayri-ayr1 toplanan funksiyalar homin noqteds kesilmoz olmaya
bilar. (Bunu ii¢ vo daha ¢ox funksiya misalinda da gérmak olar)

Misal 9. f(x) = [x] (x adadinin tam hissasi) vo g(x) = {x} (x adadinin kasr hissasi) funksi-
yalarmin comini ¢(x) ilo isars edok. ¢(x) = [x] + {x} = x (x ododi 6ziiniin tam hissasi ilo kasr
hissasinin comina barabordir) ¢(x) = x funksiyas1 biitiin haqiqi oxda, o ciimlodon x, = n (tam
adad) noqtalorinds kasilmazdir. Lakin f(x) = [x] vo g(x) = {x} = x — [x] funksiyalarinin hor biri
Xo = n (tam) noqtalorinda kasilondir.

limy_pq0 f(x) = limyppolx] = nlimyp_o f(x) = limy,_o[x] =n—1(n #n -
Dlimyp0g9(x) = limypio(x — [x]) =n—n = 0,limy,_o g(x) = limy_p,_o(x — [x]) =n —
(n—1) = 1(0 # 1)Basqa so6zlo desok, f(n+0) = f(n—0),g(n +0) # g(n — 0). Ona gors do
bels naticaya golirik ki, com funksiya kasilmoz olduqda ayri-ayr1 funksiyalar kasilmoaz olmaya bilar.
Yani, kasilon funksiyalarin da comi kasilmoaz ola bilir. Demali, com hali tigiin teoremin torsi timu-
miyyatlo, dogru deyil.

Gortindiyti kimi, bu
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Misal 10.

f(x) =x,9(x) =D(x) = {O’l;cx_ i:f;:i)::clllocl)ilggggaw (x)-Dirixle funksiyasidir.) f(x) vo
g(x) funksiyalarinin hasilini ¢ (x) ilo isars edok. @ (x) = f(x) - D(x). Malumdur ki, Dirixle funk-
siyast hagigi oxun hor bir noqtasinda kasilondir. f(x) = x funksiyas: biitiin haqiqi oxda, o ctim-
ladan x, = 0 noqtasinds do kasilmazdir.

1,x — Rasional olduqda

¢(x) = f(x)-D(x) = {O,x — irrasional olduqda

dir. Gortindiiyti kimi, f(x) vo D(x) funksiyalarmin har biri kasilmoz deyil (f (x)-kassilmaz, D (x)-

kasilon), yani hasil funksiyanin kasilmoz olmasindan vuruq funksiyalarin har birinin kasilmoz ol-
masini, imumiyyatlo hokm etmok olmaz.

Misal 11. f(x) = D(x) (D(x)-Dirixle funksiyasidir) vo g(x) = D(x + m) funksiyalarinin ha-
sili f(x)-gx) =D(x)'D(x+m) =0. p(x)=f(x)g(x) isaro etsok, bu halda ¢(x) =
0.Goriindiyi kimi, f(x) va g(x) funksiyalariin hasili olan ¢ (x) = 0 funksiyasi biitiin haqigi oxda
kasilmoazdir. Lakin na f(x), no do g(x)funksiyalari bu halda kasilmoaz deyil. Basqa s6zlo desak, ko-
silon funksiyalarin da comi kasilmaz ola bilar. Yani hasil funksiyasinin kasilmoz olmasindan vuruq
funksiyalarin hor birinin kosilmaz olmasini hokm etmok olmaz. “Xatti cobr vo Riyazi analiz” fanni-
nin materiallar igarisinds “Funksiyanin téramasi, Diferensiallanan funksiya va funksiyanin diferen-
sial1” (“Xatti cobr vo Riyazi analiz” fonni {izra proqram. Baki-2023. Movzu 8) xiisusi yer tutur. Bu-
rada da bir sira tokliflorin (teoremlorin va s.) sorh olunmasi prosesindo anlayislarin diizgiin dork
olunmasinda vo asaslandirilmasinda kontrmisallardan istifads shamiyyatlidir. Bunu bir ne¢o teorem
tizarinds izah edok.

Teorem 5. (Diferensiallanan funksiyalar tizorinds amallor) Ogor f(x) vo g(x) funksiyalarinin
hor biri miisyyan x, noqtasindo diferensiallanandirsa, onlarin comi (forgi), hasili vo nisbati
(g(xg) # 0) do bu noqtads diferensiallanandirsa vo

(FE £9() = F ) g0 (f@ - 9®) = F@) 9@ +f(0) 9’00 (£3) =
f1)g)—f(x)g' (x)

g%(x)
min torsi do hamiso dogru ola bilormi? Yoni com (farq), hasil, nisbat funksiyalarinin diferensialla-
nan (sonlu téromosi olan) olmasindan ayri-ayr1 funksiyalarin diferensiallanan olmasin1 homiso
hokm etmok olarm1? Basqa s6zlo desok, diferensiallanmayan funksiyalarin comi (forqi), hasili, nis-
bati do homigs diferensiallanandirmi? Asagidaki misallara baxaq:

. x —2,x <1olarsa _ 2,x < 1olarsa
Misal 12. f(x) = { x2%,x > 1olarsa 9(x) = {x —x2,x > 1olars
{ 1,x < 1olarsa

() = { 0,x <1olarsa
2x,x = 1olarsa 9 " |1 -2x,x > 1olarsa

f'(1+0)=2-1=2(sag toroma), f'(1 — 0) = 1 (sol térama), yani f'(1 +0) # f'(1 —0)

g@1+0)=1-2-1=—1(sag toroma), g'(1 —0) =0 (sol téromo), yoni g'(1+0) #
g'(1-0)

Bu o demokdir ki, f(x) vo g(x) funksiyalar1 x, = 1 noqtasinds diferensiallanan deyil. Lakin
bu funksiyalarin comi olan ¢ (x) = f(x) + g(x) = x funksiyasi vo ¢'(1+0) =1, ¢'(1-0) =0
oldugundan diferensiallanandir. Hasil, nisbot ii¢lin do analoji kontrmisallar qurmaq olar ki, bu da
teoremin torsinin hamiso dogru olmadigini 6ziindo ehtiva edir. “Diferensial hesabinin asas
teoremlari” mévzusunda miihiim tatbigi shamiyyat olan Roll teoremini nazardon kegirak.

Teorem 6. (Roll). ©gor f(x) funksiyasi:

1. [a, b] par¢asinda toyin olunub, kasilmozdirsa,

2. (a, b) intervalinin har bir négtasinds sonlu vo ya miioyyon isarali sonsuz téromasi varsa,

3. [a, b] par¢asmin uclarinda baraboar giymot alarsa, yoani f(a) = f(b) olarsa,

onda elo & € (a, b) noqtasi var ki, hamin noqtads f' (&) = 0. Teoremin talabalara ¢atdi-
rilmasinda har bir sortin vacibliyi geyd olunmalidir ki, hokm dogru olsun. Sartlordan hor hansi biri-

@ (x) funksiyasi x, noqtosinds kasilmoz-

(g(xo) # 0) borabarliklori dogrudur. Tabii ki, qarsiya bels bir sual ¢ixir: Teore-

aAydlndlr ki, f'(x) =
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ni nazars almasaq, onda (a, b) intervalinda elo ¢ noqtasi tapmaqg olmaz ki, f'(¢) = 0 olsun. Asagi-
daki misala nozar yetirok.

Misal 13. f(x) = |x| funksiyasina [—1;1] par¢asinda baxaq. a = —1,b =1 gotiirsok
f(a) = f(b), yani f(—1) = f(1) olmasi agkardir (3-cli sort 6danir). Toyin oblasti: [—1; 1]. Lakin
(—1; 1) intervalinin hor bir néqtasinds diferensiallanan deyil. Ciinki, x, = 0 noqtesinds sag va sol
toromolar barabar olmadigindan (a, b)-ds, yani (—1;1)-do diferensiallanan deyil: f'(—0) = —1,
f'(4+0) = 1. Demali, Roll teoreminin sartlorindon biri 6donmir. Ona gora do teoremin dogru olmasi
tictin hoar bir sort vacibdir.  Daha bir misali nozordon kegirak.

. x+1,—-1<x<1olarsa

Misal 14.f (x) = { x—2,1<x<2olarsa
hor bir noqtasinds tayin olunub. Uclarda barabar giymatlor alir: f(—1) = 0, f(2) = 0, hamginin
xo = 1 noqtasinds kasilmaz deyil, o ciimlodan verilmis funksiyanin f'(x) téromasi heg bir ndqtodo
sifira borabor deyil. Birdoyisonli funksiyanin diferensial hesabi bdlmasindo osas teoremlordon
olan Lagranj teoremini nozardon kegirak.

Teorem 7. (Lagranj). ©gar f(x) funksiyasi:

1) [a, b] pargasinda tayin olunub, kasilmozdirsa

2) (a, b) intervalinda sonlu vo ya miioyyan isarali sonsuz toromasi varsa (diferensiallanandir-
sa) onda (a, b) intervalinda elo & noqtasi var ki, f(b) — f(a) = f'(§)(b — a) barabarliyi dogrudur.
Burada da tobii ki, asagidaki suallar yarana bilar:

1) Yalmiz ) [a, b] pargasinda funksiya kasilmaz olarsa Laqranj teoremi dogru olarmi?

2) [a, b] pargasinda toyin olunub, kosilmoz olmazsa teorem dogru olarmi? Va s. Asagidaki
misal baxagq:

Misal 15. f(x) = % ,[—1; 3] gobul edak. x, = 0 € [—1; 3] noqtasinds funksiya kasilmaz deyil
(IT n6év keasilmo noqtesi) a = —1,b = 3 oldugundan f(3) — f(—1) = f’(f)(S - (—1))% +1=

1 ey — L _1
= 4Buradan da f'(§) = 73

Bu barabarlik iso dogru deyil. Ona goéro do f(x) = i funksiyasina [—1; 3] par¢asinda Laqranj
teoremini tothig etmoak olmaz.

funksiyas1 goriindiiyii kimi, [—1; 2] par¢asinin

0,0 <x<1olarsa

Yoxlamagq olar ki, f(x) = { 1,x = 1 olarsa

funksiyasi da Lagranj teoriminin hor bir sor-
tini 0domir.

Roll vo Lagranj teoremlorinin imumilogmasi olan Kosi teoreminin monimsanilmasi prosesin-
do do miivafiq kontrmisallardan istifado imkanlar1 vardir.

Teorem 8. (Kosi). Ogor f(x) vo g(x) funksiyalar1 1) [a, b] par¢asinda tayin olunub, kasil-
mozdirss, 2) (a,b) intervalinda har bir ndqtasinds sonlu téromasi varsa vo homginin g'(x) # 0
f)-f@ _ '
gb)-g@ — g'©®
teoremin sortindo asagidaki sual qoyula bilor: g(a) = g(b) olmasi miimkiindiirmii? Oksini forz
edok. Ogor g(a) = g(b) olarsa, Roll teoremina gora (g(x) funksiyasinin (a, b) intervali daxilindos
hor hansi ¢ ndqtesinds téromasi 0-a barabar olar, yani g'(c) = 0. Bu da Kosi teoremini sortlorino
ziddir. Burada da agagidaki suali qoymagq olar (bu sual tobii olaraq yaranir): Kosi teoremindoki
sortlordan biri 6denmoazss teoremin hokmii dogru olarmi? Asagidaki kontrmisala baxaq:

Onda (a, b) intervalinin daxilinds elo & noqtasi var ki, boraboarliyi dogrudur. Bu

Misal 16. f(x) = e*, g(x) = 1|+T||x| funksiyalarina [—2; 2] pargasinda baxaq.Goriindiiyii kimi

a = —2,b = 2 oldugundan g(—2) = g(2) = 1,5 oldugundan g'(x) = 0 olar ki, bu da sorto ziddir.
Asanligla gostormok olar ki, f(x) = x — 1, g(x) = |x — 1| funksiyalarina [—2; 3] pargasinda
Kosi teoremini tatbiq etmok olmaz (teoremin hanst sorti 6donmir? Gostorin!)
Molum oldugu Kimi, diferensial hesab1 asas qeyri miioyyanliklorin agilisinda da miihiim rol
oynayir. Bu “Xatti cobr vo Riyazi analiz” kursunda “Lopital-Bernulli qaydalar1” (bir nego teorem)
ad1 ilo 6yranilir. Homin teoremdon asagidaki geydi edak.
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Teorem 9. f(x) vo g(x) funksiyalart x = x, ndqtesinin miioyyan atrafinda tayin olunub,
diferensiallanandirsa (x = x, ndqtosi miistosna olmagla) hamginin lim,,_,, f(x) = lim,_,, g(x) =
0 (g(xg) # 0). Ogor limx_,xof( ) Jimiti varsa, onda bu funksiyalarin nisbatinin do limiti var

g'(x)
! E ; lim,, ! ,E g Bu teoremin talobalora monimsadilmosinda do miixtalif kontrsual-

lar goymagla, kontrmisallar qurmagla tolimin effektivliyini artirmagq olar.

valim,,

. £(x) . x2-sin=
Misal 17. f(x) = x? sm— ,g(x) =sinx,x, =0 gotirsok lim,_,——= o = limy o ——=* =

llmx_,0 ad (x sin ) limx_>0_— = 1,lim,_, (x * sin —) = 0 (mohdud funksiya va sonsuz kigilan

funk51yan1n hasili sonsuz kigilondir) oldugundan verilmis funksiyalar ii¢iin lim,_, ! Ex; = 0.Lakin

£ ) _ i (xz-sin%)

g' ) x—0 (sinx)’

verilmis funksiyalarin toroamalorinin nisbatinin limiti. yoxdur:lim,_, ==

101 1 5 1
2x-sin———-cos—x 2x: sm——cos—
lim,_,, xco"szx *— = lim,_, Tx(hmx_,o 11m1t1 moveud deyll) yani bu funksiyalar
f( )

g' ()

limiti

varsa, onda teorem 6donir. Daha bir misali nozordon keglrgk
x+sinx

Misal 18. f(x) = x +sinx,g(x) = x funksiyalart {iglin lim,_ ., ——

sinx . sinx
) =140 =1, (limys (5) = 0).
J€)) . (x+sinx)’
700 = MM =05
movcud deyil, ona gora do lim,_,4 (1 + cos x) yoxdur. Bu da onu gostorir Ki, lim,_,

= limy_, (1 +

. 1+cosx . . .
lim,, 00 —— = lim,_,¢ = lim,_,4 (1 + cos x) lim,_,, cos x limiti
x+sinx ;. .
limi-

tino Lopital-Bernulli qaydalarlm tothiq etmok olmaz. Basqa sozlo desok lim,_,,, f,E i limitinin

olmamasindan limx_mO ( ) 11m1t1n1n olmamasi alinmur.

Misal 19. f(x) = e, g(x) = e ™ + e~ 2* gotiirsok lim,,_, ;o —— f® _ e

gx) X2+ p-xyo—2x
v e e e .. ... 0 . . 1) —e™¥ _
Goriindiiyli.  kimi, bu limit 5 soklindo  geyri-miioyyanlikdir. T~ Cerger =
e™* £

Oldugundan limy_ ;e == 7

limit: lim —— =lim —
. X—>+00 e—X+te—2X X—+00 —x

ey limiti do g soklinds geyri-miioyyanlik olur. Lakin verilmis

e—x
i = 1Demali, llmx%wT limitino Lopital-Bernulli

gaydalarini tatbiq etmok olmaz. Burada miixtolif hallar {iglin (x > a+0,x > a—0,x =
+00, x = —o0) do kontrmisallar qurmagq olar.

Misal 20 (a). limxﬁ_mﬁ limiti  do g soklindo  geyri-miiayyonlikdir.

(e®)’ . o
ey funksiyasinin x — —oo olduqgda limitino
X
bu halda da Lopital-Bernulli qaydalarmi totbig etmok olmaz. Lakin limxﬁ_ooszfmz
1 1

lim,_,_o il Yoni verilmis limit mévcuddur. Qeyd edok ki, digor movzularin tolimi

prosesinda, biliklorin sistemli sokildo monimsadilmasinds do miivafiq kontrmisallar qurmaq im-
kanlar1 genisdir.

Problemin aktualligi. Malum oldugu kimi Ali texniki va iqtisadiyonlii matkablords tadris olunan fon-
lor icerisinde “Xotti cobri vo Riyazi analiz” fonninin xiisusi yeri olmaqla todris olunan fonlorin Gyre-
nilmosinde miistasna shomiyyat kasb edir. Ona goére do tolimin samaraliliyinin yiikssldilmasinds bir ¢ox me-
tod va piryomlar var. Onlardan biri do tolim prosesinds kontrmisallardan istifadadir. Kontrmisallardan istifa-
do istar xatti cabr kursunda, istarss do riyazi analiza dair olan materiallarda mévzulara daxil olan anlayiglarin
tolabalar torafindon monimsanilmasinds rolu boyiikdiir. Bu digar yeni anlayislarin yaranmasi baximimdan da

. . o e*
lim, _ =lim,_,_q oldugundan praper

e
2eX+3e%*
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faydalidir. Burada fonnin riyazi analizs dair bir cox mévzularin yradilmoesinds kontrmisallara (oksmisallara)
baxilir vo niimunslar asasinda mohkomlondirilir. Bu da tolimds xiisusi aktualliq kosb edir.

Problemin elmi yeniliyi. Cari igdo tolim prosesinds kontrmisallardan istifads talobolorin riyazi analizo
dair olan bilik vo bacariglarinin formalagdirilmasinda, bir ¢ox tokliflordoki sortlorin birinin 6denmadiyi, ya-
xud torslorinin dogru olmadigini, sortlorin digar sartlorlo avoz edildikds tokliflorin dogru olmamasint gos-
toarmak baximindan avazsiz vasitalordon biridir. Belo misallardan diizgiin ve yerinds istifade edildikdas tolabe-
lardin digor texniki fonlorin do 0yronilmoesinds adekvat olaraq bu ciir yanagma baximindan yeni tolim metodu
kimi, tolim naticalorinin monimsanilmasi prosesi faydali sonlugla yekunlasmis olur. Homginin uygun toklif-
lorin ise imumi halda isbat edilmasins ehtiyac duyulmur. Konkret niimunslar asasinda uygun tokliflorin dog-
ru olub-olmadig: aydinlagir.

Problemin praktik shamiyyati vo totbiqi. Ali texniki vo iqtisadyonlii moktoblorin “Xatti cobr vo
Riyazi analiz” kursunda bir ¢ox movzularin xisusi ilo Riyazi analiz elementlorinin toliminds kontrmisal-
lardan istifado bir ¢ox moaqsadlorlo olagodardir:

1. Tokliflorin torsinin dogru olub-olmadigimi, yaxud toklifin zoruri, yaxud kafi olmadigimi timumi
halda isbat etmaya ehtiyac olmadig ila

2. Tolim prosesindo kontrmisallardan istifade noinki tolobslorin montiqi ve riyazi gabiliyystlarinin
inkisafinda bir vasitodir, homin tolim prosesindo yaranan yeni anlayislarin toriflorinin yaranmasinda belo
demok miimkiinss bir tolim metodu kimi miistasna rolunun olmast ilo

3. Digor texniki fonlorin do dyronilmesinds yeri goldikco kontrsual vo kontrmisallar qurmaq fonnin
tolim noticolorin monimsanilmasinde vo homginin giymstlondirilmo meyarlarinda, o ciimladen tolobslorin
golacok faaliyyatlorinda, soxsiyystyoniimlii tolimdo yeni nailiyyatlorin qazanilmasinda miistaqil diisiinmo
qabiliyyatlarin inkisaf edilmasi ilo bagl olarag.

Tacriibalor gosterir ki, nainki Ali texniki vo iqtisadyoniimlii moktablords, hom¢inin Ali pedaqoji
maktablorda da texniki vo doqiq fonlorin monimsanilmasindo kontrmisallardan istifade hom aktualdir, ham
do talabalorin miistaqil diisiinmo vo yaradiciliq imkanlariin artirilmasinda bir vasito kimi genis imkanlar
agir.
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